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BEVEZETES

A laboratoriumi gyakorlatban a kisérlettervezés ¢&s -értékelés célja a valosag
"kihdmozéasa" a mérési (megfigyelési) adatokbol, eszkdztara a matematikai-statisztika, amely a
valoszinliség-szamitasbol, annak specialis teriileteként alakult ki.

A valészinliség-szamitas  véletlen  tomegjelenségekkel  foglalkozik.  Véletlen
tomegjelenségek alatt olyan jelenségeket, eseményeket értiink, amelyek azonos koriilmények
ko6zott nagyon nagy szamban fordulnak eld (akar egyidejlileg, vagy idében egymadsutan), illetdleg
elvileg tetszdlegesen sokszor megismételhetok. Az elsd csoportba sorolhatok be pl. a
tomeggyartds soran eldallitott termékek (konzervek, palackozott italok, stb.) raktirozott
tételeinek egyedei, vagy a gyarto-sorrdl lejovo egyes darabjai. A mésodik csoport jellegzetes
képviseldi a laboratoriumi mérési eredmények.

A tomegjelenség véletlen volta azt jelenti, hogy a megfigyelés, mérés (a tovabbiakban
kisérlet) eredményét nagyon sok tényezd befolydsolja. Ezen tényezdk esetleg ismertek, vagy
ismeretlenek, s legalabb egy résziik iddben valtozik. A kisérlet eredménye a befolyasolo tényezok
egyiittes hatasaként, véletlenszerlien alakul ki. Amennyiben az eredményt befolyasold tényezok
idében valtozatlanok, nem okoznak véletlenszerti ingadozast. A kisérlettervezés és -értékelés
célja nagyon sok esetben éppen ezeknek az allando (rendszeres) hatdsoknak a véletlen hatasoktol
valo elvalasztasa, illetve kimutatasa.

A kisérleti eredmények matematikai-statisztikai kiértékelése lehetdvé teszi szamunkra,
hogy mérési eredményeink alapjan meghatarozzuk a véletlenre visszavezethetd ingadozasok
mértékét, s ennek figyelembevételével hozzuk meg dontéseinket. Ezek a dontéseink elméletileg
sohasem 100%-o0s biztonsaghiak, mindig magukban rejtik a tévedés bizonyos valdszintiségét.
Hogy ez a tévedési valdsziniiség milyen mértékii, azt a kisérleti elrendezés ¢s a mért jellemzd
véletlen ingadozasa hatarozza meg.

A Kkisérleti eredmények kiértékelésében alkalmazott szdmitdsi modszerek altaldban
fiiggetlenek a kisérletek fizikai, kémiai, bioldgiai jellegétdl, a mért jellemz6tol, ezért a
matematikai-statisztika teljesen 6néalldan, mint a matematika egyik résztudomanyaga kezelhetd.
A matematikai-statisztikai eljardsok azonban valoszinliség-szamitasi alapjaik miatt csak olyan
esetben vezetnek korrekt kovetkeztetésekre, amikor az alapadatként felhasznalt jellemzd
megfelel bizonyos matematikai feltételeknek. Ha ezek a feltételek nem teljesiilnek, a kiértékelés
eredménye, s az ebbdl levonhato kovetkeztetések rendkiviil félrevezetdek lehetnek.

A tudomanyos kutatasban, vagy a rutin laboratériumi munkaban a kisérletek célja mindig
valamilyen kérdésre adando valasz meghatdrozasa, vagy valamely Osszefliggés megallapitasa
(mekkora egy fermentlé enzimaktivitdsa, cukortartalma, van-e kiilonbség két taptalajon
meghatarozott mikrobaszam kozott, megfelel-e a vizsgalt termék az érvényben 1évé mindségi
eldirasoknak, hogyan fiigg egy mikroba hdpusztuldsi ideje a homérséklettol, stb.). Koltséges,
iddigényes kisérleti modszerek esetén egyaltalan nem mindegy, hogy hany méréssel, ill. mennyi
id6 alatt és milyen megbizhatosaggal adjuk meg a valaszt a feltett kérdésekre, ezért 1ényeges,
hogy milyen kisérleti elrendezést alkalmazunk. A jo kisérleti elrendezés igen nagy mértékben
megnoveli a kiértékelés hatékonysagat, illetve jelentdsen csokkenti az adott biztonsagu
dontéshez sziikséges mérések szamat.



A kisérleti eredmények feldolgozasa ¢és kiértékelése ma mar szinte kizardlag
szamitdgépes programokkal torténik. Vitathatatlan eldnyeik ellenére a statisztikai szubrutinok
gépies alkalmazasa két alapvetd veszélyforrast is rejt magaban:

1.) A kisérleti elrendezés kivalasztdsaban nagyon sokszor nem annak célszertisége, hanem a
rendelkezésre 4all6 matematikai-statisztikai szubrutin jellege a dont6. Ez a kiértékelés
hatékonysaganak (a dontés biztonsdganak) csokkenéséhez, vagy a kisérletek szamanak felesleges
noveléséhez vezethet.

2.) A kiértékelésbe bevont alapadatoknal nagyon sok esetben elmarad az alkalmazott
szamitasi mddszer altal megkivant feltételek teljesiilésének vizsgalata, s ennek eredményeként a
levont kdvetkeztetések tévesek lehetnek.

A fenti két hibaforrds barmely (nem csak a szdmitdogépes) matematikai-statisztikai kiértékelésnél
eléfordulhat, ezért a tovabbiakban mindvégig sulyt fektetlink a szamitasi eljarasok
alapfeltételeinek ismertetésére, valamint az esetenkénti leghatékonyabb kisérleti elrendezés
bemutatasara.

A matematikai-statisztikai modszerek, - ahogy azt mar elézdleg emlitettiik, - altalanos
érvénnyel hasznalhaték a laboratériumi gyakorlatban, mikrobiologiai adatokra vonatkozoan
azonban néhany alapvetd szempontra sziikséges felhivni a figyelmet.

A fizikai, kémiai jellemzok (tomeg, koncentracio, vezetOképesség, stb.) ingadozéasa a
kiils6 koriilmények standardizaldsidval nagy mértékben csokkenthetd. Ezzel szemben a
mikrobiologiai jellegli méréseknél egy plusz "bizonytalansagi" tényezé mindig megmarad, ami a
mérendd paraméter biologiai jellegébdl fakad. Ebbdl eredéen a mikrobioldgiai mérések véletlen
ingadozasa relative jelentdsen nagyobb a fizikai-kémiai jellegli paraméterek ingadozasanal.

Mikrobaszam meghatirozasa esetében a mért tartomany rendkiviil nagy lehet (esetenként
10°-10° sejt/ml), Osszehasonlitva pl. a kémiai paraméterek 1-2 nagysagrend szélességii
valtozasaval.

A fizikai és kémiai jellegli mérések eredményei altalaban teljesitik a matematikai-
statisztikai modszerek alkalmazasdnak alapadatokra vonatkozo feltételeit. Ugyanez
mikrobiologiai eredmények esetében a legritkabban fordul eld. A mikrobaszamokat feldolgozas
elétt matematikailag transzformalni kell, s a szamitdsokat ezekkel az (altalaban log-
transzformalt) adatokkal kell elvégezni.

Az elébbiekben ismertetett tulajdonsagok csupadn a mikrobiologiai eredmények kissé
“kiilonleges™ voltara utalnak, de mint mar emlitettilk, megfeleld figyelembevételiik utan az
altalanos érvényli matematikai-statisztikai eljarasok teljes kortien alkalmazhatok.

Bevezetésiinkben végiil egy igen fontos szempontra kivanjuk felhivni a figyelmet. A
matematikai-statisztikai modszerek alkalmazasa a dontéshozasban igen hatékony segédeszkoz,
de sohasem valhat Oncéluva, nem helyettesitheti a szakmai dontéseket. A matematikai-
statisztikai dontések arrol adnak felvilagositast, hogy véletlen tomegjelenségként kezelt kisérleti
eredmények valoszinliség-szamitasi megfontolasok figyelembevételével hogyan értelmezhetok.
Az eredmények alapjan hozott szakmai dontéseket a matematikai értékelés nem helyettesiti,
csupan aldtamasztja.



1. VALOSZINUSEGSZAMITASI ALAPOK

1.1. KOMBINATORIKAI ALAPOSSZEFUGGESEK

A kombinatorika alaposszefiiggései, melyeket a valoszinliség-szamitasban igen gyakran
felhasznalunk, kiilonb6zo, esetleg részben azonos elemek elrendezhetdségének szabalyaival
foglalkozik (pl. hanyféleképpen valaszthato ki n elemii tételbdl k db. minta, stb.)

Fejezetiinkben csupan az alapoOsszefiiggéseket ismertetjiik, azok levezetése az
irodalomjegyzékben megadott konyvekben részletesen megtalalhato.

Permutacio
Ismétlés nélkiili permutdcio
n kiilonb6zo elem kiilonbozo sorrendjének a szamat (P,,) adja meg:

P,=123---n=n! (olvasd: n faktorialis) (1.1./1.)

Ismétléses permutacio
Ha az n elemen beliil k;, ks, . . . k; darab egyez0 van, az n elem ismétléses permutacidinak
szama:

|
prUkzl s (1.1./2.)
k k) k

Variacio
Ismétlés nélkiili variacio

n kiilonb6zdé elembdl k db. kiillonbozot kivalasztunk (k < n) és minden lehetséges
sorrendbe allitjuk, akkor az igy keletkezd variaciok szama:

Viox =n(n-1)(n-2)...(n-k+1) (1.1./3.)

Ismétléses variacio
Ha a kivalasztasnal ismétlddést is megengediink, az ismétléses varidciok szama:

v =n" (1.1./4.)

Kombinacio
Ismétlés nélkiili kombindcio

Ha n kiilonb6z6 elembdl k db-ot kivalasztunk (k < n), de a kivalasztott elemeket nem
rakjuk kiilonb6z6 sorrendbe, a keletkez6 kombinaciok szama:

nn-1)(n-2)..(n—k+1
C,, = (n = IX 1.2;%( ) =(Zj (1.1./5)
Megegyez¢Es szerint (8) =1. (1.1./6.). Gl) =n (1.1./7.)



Ismétléses kombindcio
Ha n elembdl k db-ot kivalasztunk tugy, hogy az egyes elemeket tobbszor is
kivalaszthatjuk, az igy kaphat6 ismétléses kombinaciok szama:

n+k-1
C,’:Zf =[ J (1.1./8.)
k

1.2. A VALOSZINUSEG FOGALMA

A valoszinliség-szamitas véletlen tomegjelenségekkel foglalkozik. A véletlen jelenségek
megfigyelésére szolgal a kisérlet, melynek lehetséges kimeneteleit (eredményeit) eseményeknek
nevezziik. A tovabbiakban csak olyan kisérletekkel foglalkozunk, melyek azonos koriilmények
kozott elvileg végtelen sokszor megismételhetdk.

A kisérletek eredményeként kapott események lehetnek mindségileg kiilonbozdek (pl.
egy kartyacsomag kiilonbozd lapjai, egy termék megfelelé vagy selejtes volta), vagy azonos
mindségl, de eltéré mennyiségek (pl. a kockadobas eredménye, egy sliritmény cukortartalma).

Ha egy n alkalommal elvégzett kisérletbdl a kiszemelt 4 esemény k-szor kovetkezik be,
akkor a k szam az A esemény gyakorisdaga, k/n pedig a relativ gyakorisdga.

A kisérlet véletlen jellege abban nyilvanul meg, hogy a kisérletsorozatot azonos
koriilmények kozott tobbszor megismételve, az A esemény relativ gyakorisagara eltérd értékeket
kapunk. Ezek a relativ gyakorisagok egy meghatarozott szamérték koriil ingadoznak, mégpedig
annal kisebb mértékben, minél nagyobb az n értéke. Az A esemény relativ gyakorisaganak ezt a
varhato szamértékét az A esemény valosziniiségének P(A) nevezziik.

Matematikai megfogalmazassal a relativ gyakorisag hatarértéke a valosziniiség.

A relativ gyakorisag és a valoszinliség 0 ¢és 1 kozé esd szamok. A biztos esemény
valdszintisége 1, a lehetetlené 0. A kisérlet minden egyes kimeneteléhez kiszamithato a relativ
gyakorisag, amely az adott esemény valdszinliségének becslésére szolgal.

1.2.1. Események kozotti miiveletek és dsszefiiggések

Egy kisérlet lehetséges eredményeit elemi eseményeknek nevezziik. Az elemi események
halmaza az I eseménytér. Az esemény az eseménytér egy részhalmaza. Ilyen értelmezésben a
kisérleti eredményekre is alkalmazhatdak az eseményalgebra osszefliggései.

Az események jelolésére altalaban nagybetiiket hasznalunk (pl. A esemény, B, B;, B,
események, stb.).

o Az 0sszes eseményt tartalmazo halmaznak az I biztos esemény felel meg.

e Egy A esemény ellentéte az 4 esemény, amely kizardlag akkor kovetkezik be, ha A nem
kovetkezik be
e A biztos esemény ellentéte a & lehetetlen esemény



Az Ay, Ay, As ..., A, események teljes eseményrendszert alkotnak, ha egyikiik biztosan
bekovetkezik, €s ha egymast paronként kizarjak. Az eseménytér Osszes lehetséges elemi
eseménye teljes eseményrendszert alkot.

1.2.2. Eseményalgebrai miiveletek

Osszeadas:

Szorzas:

Kivonas:

Az A+B esemény bekovetkezése azt jelenti, hogy vagy A, vagy B esemény
bekdvetkezik, vagy mindkettd.

Az A-B esemény bekovetkezik, ha A is és B is bekovetkezik

Az A-B esemény akkor kovetkezik be, ha A bekovetkezik, de B nem, azaz:
(A-B=AB).

Eseményalgebrai miiveleti azonossagok

a./
b./
c./
d./

e./
f./
g./
h./

1./

A+B=B+A; A'B=BA

A+(B+C) = (A+B)+C; A-(B:C)=(AB)-C
A-(B+C) = A-B+A-C; A+B-C = (A+B)-(A+C)
A+A=A AA=A

A=A

A+ = A, A D=

A+l =1; Al=

A+A=1; AA=0

A+B=Z+§,

1.2.3. A valosziniiségre vonatkozo néhany tulajdonsag

a./

b./

c./

d./

A lehetetlen esemény valdsziniisége nulla:  P(J) =0

A biztos esemény valdsziniisége egy: P(I) =1
Ellentétes események valdszinliségeinek Osszege egy: P(A)+P(4)=1
Ha A részhalmaza B-nek, AcB: P(A) < P(B)

Két tetszdleges esemény dsszegének valoszintisége: P(A+B)=P(A)+P(B)-P(A-B)

Ha A ¢és B egymast kizar6 események: P(A+B)=P(A)+P(B),
mert A-B=



1.2.4. Feltételes valosziniiség, fiiggetlen események.

Legyenek A ¢és B egy kisérlettel kapcsolatos események. Ha N kisérletet végezve a B
esemény n-szer fordul eld, s ezen beliil k esetben B-vel egyiitt A is bekovetkezik, akkor a k/n
hanyadost az A eseménynek B feltételre vonatkozo feltételes relativ gyakorisaganak nevezziik. A
feltételes relativ gyakorisag hatarértéke a feltételes valosziniiség.

Jelolje P(AB) az A és B esemény egyiittes bekovetkeztének valoszinliségét, P(B) a B
esemény bekdvetkeztének valoszinliségét. Ha P(B) > 0, akkor az 4 esemény B feltétel melletti

feltételes valosziniisége:

P(A|B) = % (1.2./1.)

Az Osszefiiggés konnyen értelmezhetd, ha figyelembe vessziik, hogy a kedvezd esetek
azok, amikor A és B egylitt kdvetkezett be, aminek valdszinlisége P(AB). A B-re vonatkozé

feltétel teljesiilését eredményezd Osszes lehetséges eset valosziniisége P(B).

Az A ¢és B események egymastol fliggetlenek, ha az egyik eseménynek a masikra
vonatkozo feltételes valdszinlisége megegyezik az esemény feltétel nélkiili valosziniiségével:

P(A|B) = P(A) (1.2./2)

Fiiggetlen események egyiittes bekovetkezésének valdszinlisége az 1.2./1. és 1.2./2.
Osszefliggések egybevetése alapjan:

P(AB) = P(A)-P(B) (1.2.3.)

1.2.5. Teljes valosziniiség tétele, Bayes tétel.

Ha A;, Ay, . . . A, teljes eseményrendszert alkotnak és P(Aj) > 0 minden egyes
eseményre, akkor egy tetszOleges B esemény valoszinlisége a teljes valosziniiség tétele szerint

P(B) = Z":P(B\A -P(4) (1.2./4.)

A Bayes tétel az A; esemény valdszinliségét adja meg a B esemény feltétele mellett.

P(B|Az‘)'P(Ai)

P(Ai|B)=—
ZP(B‘A].)-P(A].)

(1.2./5.)



1.3. VALOSZINUSEGI VALTOZO

A véletlen tomegjelenségeket alkotd6 eseményhalmazok elemeihez egy-egy szdmértéket
rendeliink, az igy kapott, véletlentdl fliggd valtozot valdszinliségi valtozonak nevezziik. (Jelolése
a tovabbiakban: £). Ha & felvett értékei a szamegyenes mentén diszkrét értékek (véges, vagy
megszamlalhatoan végtelen halmazt alkotnak), akkor & diszkrét valosziniiségi valtozo. Az olyan
valoszinliségi valtozot, melynek értékei a szamegyenes egy teljes intervallumat (altalanos esetben
a teljes szdmegyenest) kitoltik, folytonos valosziniiségi valtozonak nevezzik.

Diszkrét valosziniliségi valtozok. Laboratoriumi gyakorlatban altalaban ide sorolhatok a
szamlalason alapuldé mérési modszerek (pl. Howard-szam, Petri-csészén megjelend
telepszam, hatarhigitdsos modszerrel meghatarozott legvaloszinlibb ¢€l6sejtszam, stb.),
valamint a pontozasos érzékszervi vizsgalatok eredményei.

Folytonos valdsziniiségi valtozok. Laboratoriumi gyakorlatban altalaban ide sorolhatok a
fizikai €s kémiai analitikai eredmények (tomeg, pH, vezetoképesség, koncentracid, stb.)

Szigori matematikai szempontbol tulajdonképpen a fizikai, kémiai analitikai eredmények sem
tekinthetdk folytonos valtozonak, hiszen ezen valdban folytonos jellemzék mérésének lehetséges
eredményei a muszerek felbontoképessége altal meghatarozott diszkrét értékekbdl szarmaznak.

Egy valoszintiségi valtozo folytonosként vald kezelhetdségét a gyakorlatban a valtozo
értéktartomanydnak ¢és diszkrét értékkozeinek egymashoz vald viszonya donti el. Ilyen
értelemben majdnem mindig folytonos valtozoként kezelhetok az analitikai eredmények és sok
esetben az érzékszervi pontszamok, mikrobaszamok is.

1.4. VALOSZINUSEGI VALTOZO ELOSZLASFUGGVENYE ES SURUSEGFUGGVENYE

Minden valoszinliségi valtozora értelmezhetd egy F(x) eloszlasfiiggvény, amely megadja
annak a valdszinliségét, hogy a & valdsziniiségi valtozo az x értéknél kisebb.

F(x) = P(£<x) (1.4/1.)

Minél nagyobb x értéke, annal nagyobb a valésziniisége, hogy & értéke ezt nem éri el.
Hataresetben:
ha x—00, lim F(x) =1

ha x— -o0, lim F(x) =0
Az F(x) eloszlasfiiggvény monoton n6. Diszkrét valosziniiségi valtozo eloszlasfiiggvénye
1épcsdzetes alaku.
Az eloszlasfiiggvény ismeretében konnyli meghatarozni annak a valoszintiségét, hogy a &

valoszintiségi valtozo az a és b értékek kozeé esik. Feltéve, hogya<b :

P(a < £ <b) = F(b) - F(a) (1.4.2)



Az a-b intervallumot tetszélegesen valtoztatva, folytonos valoszinliségi valtozéra megadhato,
hogy & milyen valosziniiséggel esik egy adott intervallumba.

Ha az -eloszlasfiiggvény folytonos ¢és differencialhaté, akkor annak derivalasaval a
striségfiiggvény meghatarozhato.

dar = f(x) (1.4./3)
dx

Az eloszlasfliiggvény mindenkori értékét a stirliségfiiggvény integralja adja meg:
F(x)=[f(dx  (14./4) illetve: [ f(x)dx=1 (1.4./5.)

Diszkrét valoszinliségi valtozok esetében a silirliségfliggvény természetesen nem értelmezhetd.
Ebben az esetben azt a fiiggvényt, amely megadja, hogy a valdszinliségi valtozé milyen (p;)
valoszinliséggel veszi fel az adott (x;) értéket, valosziniiségi eloszlasnak nevezziik.

pi=P(E=1x) (1.4./6.)

Az eloszlas- és stiriségfiiggvények alakjat a konkrét valdszintiségi eloszlasok targyaldsanal
mutatjuk be.

1.5. A VALOSZINUSEGI VALTOZO FOBB JELLEMZOI

1.5.1. Varhato érték (M)
Diszkreét eloszlasu valdszinliségi valtozo varhato értéke:
M(©) = Zpixi (1.5./1.)

ahol x; a & valoszinlségi valtozd lehetséges értékeit jelenti, p; pedig a hozzajuk tartozd
pi=P(&=xi) valosziniiségeket.

Folytonos eloszlasu, sturiségfiiggvénnyel rendelkez6 valdszinliségi valtozo varhatd értéke:
+00

M(E) = j x-f(x)dx (1.5./2.)

—00

A valdszinliségi valtozo varhatd értékének becslésére szolgdl a megfigyelt értékek szamtani
atlaga.



A varhato értékre vonatkozé néhany tétel

a./ Ha c=konstans, M(c)=c M(c-§) =c-M(§)
b./ Ha a és b = konstans M(a-§+b)=aM()+b
c./ Tetszoleges x €s y valoszinliségi valtozokra: M(x £ y) =M(x) £ M(y)

d/ M[M(S)] = M(S)

e./ Ha x ¢és y fiiggetlen valoszinliségi valtozok: M(xy) = M(x)-M(y)

1.5.2. Széris (D)

A szorés (D) a valdszinliségi valtozo varhat6 érték koriili ingadozasdnak a mértékszama.

Meghatarozasa a szérasnégyzetbél (D?) torténik.

A szorasnégyzet a valdszinliségi valtozo varhatd értéktdl valod eltérése négyzetének varhatod

értéke. Matematikai megfogalmazasban sokkal egyszertibb:

o Diszkrét eloszlasu valdszintiségi valtozo szorasnégyzete:

D*(®) = M [(§ - M(®))’] = Z(xi — M(®))” pi
e Folytonos eloszlasu valoszinliségi valtozd szorasnégyzete:

+00

D' =M [E-MEY]= | (x-ME) f(x)dx

—00

A szorasnégyzetre levezethetd tétel, amely szdmitastechnikailag sokkal
alkalmazhat6 0sszefiiggéshez vezet:

D’(&) =M (&) - M)’

(1.5/3.)

(1.5./4.)

konnyebben

(1.5.5.)

vagyls a szorasnégyzet a valosziniiségi valtozo négyzetének varhato értéke és a varhato érték

négyzetének a kiilonbsége.

A szoras a szérasnégyzet pozitiv négyzetgyokeként szamithato:

Dp=+D*

D(E) = |M[E - M(E))

(1.5./6)

(1.5/7.)



A szoérasnégyzetre vonatkozo néhany tétel

a./ D*(&) =M (&%) - M*(§)

b./ Ha c=konstans, D?(cE) = ¢>D*(&)

¢/  Hax ésy fiiggetlen valdszintiségi valtozok: D(x £ y) = D*(x) + D(y)
_ D2 (x)

d./ Ha x ndb. valésziniiségi valtozo szamtani kozepe: D’ (x) =

n
e./ Ha a és b= konstans D*(a &+ b) =a”>D*)

1.6. STANDARDIZALT VALOSZINUSEGI VALTOZO

Az olyan valoszinliségi valtozot, amelynek varhato értéke 0 és szordsa 1, standard
(standardizalt) valosziniiségi valtozonak nevezziik.

Béarmely x valdszinliségi valtozobdl standard valdszinliségi valtozd (u) hozhato 1étre az alabbi
transzforméacioval:

-M
y == M) (1.6./1.)
D(x)
Az Osszefliggésbdl a varhato értékre €s a szorasnégyzetekre vonatkozo tételekkel levezethetd:

M(u)=0

D*(u) =1

1.7. CSEBISEV EGYENLOTLENSEG
A Csebisev egyenldtlenség egy valdsziniiségi valtozd varhato értéktdl valo eltérésének
valoszintiségére ad becslést.
Annak a valoszintsége, hogy a & valdszinliségi valtozo értéke egy adott oo szamnal jobban
térjen el a varhato értékétél, legfeljebb D*/ol”.
P(|& - M(§)| > o) < DY (1.7./1)
ahol a=kDésk>1.

Az 0Osszefliggésbdl kiolvashatd, hogy a varhatd értéktdl vald eltérés nodveléséhez
csokkend valoszinliségek tartoznak.
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1.8. A VALOSZINUSEGI ELOSZLAS ALTALANOS JELLEMZOI

Momentumok

e Azr-ed rendii momentum: M (&)= J.xrf(x)dx, r=1,2,... (L1.8/1)

—0

r

§|):T|x| f(x)dx, r=1,2,... (1.8.2)

—00

e Az r-ed rendli abszolit momentum: M (

e Az r-ed rendli centralis momentum: g (&) = j[x -ME] f(x)dx,r=1,2,... (1.8./3)

—0

Az elsérendii momentum a valoszinliségi valtozo varhato értéke.

A maésodrendii centralis momentum a valosziniiségi valtozé szordsnégyzete. Ennek pozitiv
négyzetgyoke a szoras (D)

Ferdeség

Nem szimmetrikus folytonos eloszlas esetében a ferdeségi egyiitthato: V= %
Lapultsag

Az eloszlas- ill. a slirliségfiiggvény lapultsagat jellemzd egyiitthato: V, = % -3
Median

A & valoszinliségi valtozé medianja (m.) az a szam, amely alatt és felett egyforma (50%)
valdszinliséggel talalhatok értékek, azaz

1
F(m,)= j e =

Kvantilis:
A & valosziniiségi valtozo q kvantilisén azt az x4 szamot értjiik, amely ala q, folé pedig 1-
q valoszintiséggel esik valtozo:
F(xg)=q

Modusz:
Folytonos eloszlasnal a valdszinliségi valtozd6 minden olyan értéke, ahol a
stirliségfiiggvénynek helyi maximuma van.
Diszkreét eloszlasnal a valoszinliségi valtozod azon értéke, ahol a p; valdszinliségnek a
kornyezetében 1évo valdsziniiségekhez képest maximuma van.
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1.9. A VALOSZINUSEGI ELOSZLAS PARAMETEREINEK BECSLESE

A valdészintiségi valtozd ismeretlen paramétereit a mintabdl szamitott értékekkel
becsiiljiik. Ilyen értelemben mintanak szamitanak a kisérleti eredmények is. A becslés (a becslési
eljaras eredménye) €s a paraméter valodi értéke kozott altalaban eltérés van.

A valddi érték és a becslés kozotti eltérés egyik része abbol ered, hogy a becslés maga is
valoszinliségi valtozo, ezért értékét véletlen ingadozasok befolyasoljak. Ez a fajta véletlen eltérés
a konfidencia szamitasok segitségével behatarolhatdé és a szadmitdshoz felhasznalt adatok
szamanak novelésével csokkenthetd.

Az eltérés nem véletlenszerl része a torzitds. A torzitas forrasai az alabbiak lehetnek:
e Nem megfeleld a mintavétel, (kisérleti elrendezés), a mintdk, (kisérleti eredmények) nem
reprezentaljak a vizsgalt sokasagot (a mintavétel torzitott).
e Nem megfeleld a vizsgalati eljaras (a vizsgalati mdodszer torzitott).
e Nem megfeleld szamitasi eljardst haszndlunk a paraméter becslésére (a becslés
matematikai eljardsa torzitott).

A torzitas matematikailag kozvetleniil nem ismerhetd fel az eredményekbdl, csupan szakmai
megfontolasok alapjan gyanithatd. A torzitdas a vizsgalati adatok szamanak novelésével nem
csokkentheto.

e A mintavételi torzitds a véletlen mintavételre vonatkozo szabalyok betartasaval, illetve
megfeleld kisérlettervezéssel keriilhetd el.

e A vizsgalati modszerek torzitdsat mas modszerekkel valo Osszehasonlitdssal, valamint
azonos mintakkal végzett kiilonboz6 laboratoriumok  kozotti  Osszehasonlito
vizsgalatokkal lehet megallapitani. Ennek eredményeként a torzitott eredményt ado
modszerek kisziirhetdk, vagy a torzitas forrasa feltarhato.

e A nem megfeleld matematikai moddszer alkalmazisabol eredd torzitds a megfeleld
becslési eljards kivalasztdsaval keriilhetd el. Ez sokszor komoly matematikai
megfontolasokat igényel.

Minden becslés valosziniiségi valtozd, s ennek megfelelden eloszlasa ¢és

eloszlasfliggvénye van. A matematikai-statisztikaban alkalmazott legfontosabb valdszinliségi
eloszlasokat a kovetkezo, 2. fejezet targyalja.
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2. VALOSZINUSEGI ELOSZLASOK

A valosziniiségi eloszlasok targyaldsanal a kombinatorikai levezetéseket nem ismertet;jiik,
azok a megadott szakirodalmi forrasokban részletesen megtalalhatok.

A valoszinliségi eloszlasok koziil azokkal foglalkozunk, amelyeknek a matematikai-
statisztikai szadmitasok, illetve a mindségellendrzéssel kapcsolatosan jelentdségiik van, de
emellett targykoriinkhoz kapcsolodod néhany specidlis eloszlésra is utalunk.

A valoszintiségi eloszlasok varhato értékének és szorasanak az 1.5. fejezetben ismertetett
Osszefliggések alapjan torténd levezetéseit konyviink nem targyalja, azok az irodalomjegyzeékben
szerepld tankonyvekben megtalalhatok.

2.1. DISZKRET ELOSZLASOK

2.1.1. Egyenletes eloszlas

Ha a & valosziniiségi valtozé n kiilonbozo értékeket egyforma valdszintiséggel vehet fel,
akkor a g egyenletes eloszlasu diszkrét valdszintiségi valtozo.

Valoszintiségi fliggvény: P(E=x;) =pi=1/n
r r r 14 1 -
Viérhat6 érték: ME) ==Y x, (2.1./1))
n g
1 1 & T
Szorasnégyzet: D*(&)=—- Zx,z — {— . le} (2.1./2)
n g n g

Szdamitasi példa egyenletes eloszlasra

Mi a valdszinlisége annak, hogy egy 25 elemii sorszdmozott tételbdl egy bizonyos sorszamu
elemet vesziink ki. Feltételezzilik, hogy a mintavétel véletlenszert.

Megoldas:  Barmely elem kivételének azonos a valoszintsége:

pi=1/n=1/25=0.04
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2.1.2. Binomialis (Bernoulli) eloszlas

Ha egy kisérletnek két lehetséges kimenetele van, és ezek kdlcsonodsen kizarjak egymast

(pl. megfelel, nem felel meg), akkor ezek teljes eseményrendszert alkotnak. Jeloljiik A-val és A-
vel az alternativ eseményeket, ekkor

HaaP(A)=p,és P(Z) = q jelolést hasznaljuk, akkor
ptq=1 (2.1./3.)

Ismételjiik meg n-szer a kisérletet és szamitsuk ki annak a valoszinliségét, hogy az A esemény k-

szor kovetkezik be, mig A (n-k)-szor.

Annak a valoszinlisége, hogy az 1; €s 1, . . . €s ix-adik kisérletnél A bekovetkezik, €s a tobbinél A
nem kovetkezik be, tekintettel arra, hogy ezek az események fiiggetlenek egymastol: pk-q“'k.

n kisérletbdl k eset kivalasztasanak lehetséges szama (1.1./5. Gsszefiiggés szerint) (Z)

Annak a valoszinliségét, hogy n kisérletbdl az A esemény k-szor kovetkezik be, az események
lehetséges szamanak ¢€s a bekovetkezés valosziniiségének a szorzata adja meg:

Pu(k) = ( : j pq™ (2.1./4.)

Ha & valoszintiségi valtozo azon kisérletek szama, amelyeknél az A esemény bekovetkezett,
akkor a 2.1./4. Osszefiiggéssel leirt Py(k) = Pn(&=k) valdszintiségek diszkrét eloszlast adnak,
amelyet Bernoulli, vagy binomialis eloszlasnak neveziink. A binomialis elnevezést az eloszlas az
alabbi 6sszefliggés miatt kapta:

anpn(§=k)=i(2)pkq""‘ =(p+q)" =1 (2.1./5.)

A P,(&=k) valészinliségek a p+g binom n-edik hatvanyanak a tagjai.

Valoszinuiségi fiiggvény:

s =P(§=k)=(szkq"-k k=0, 1, .. .n) 2.1./6.)
Eloszlasfiiggvény:
0 hax <0
F@&)=Yp, = Z(Z)pkqn_k ha0<x<n 2.1./7.)
k<x k<x 1 ha X >n

A binomialis eloszlas két paramétere: p és n, amelyek az eloszlast egyértelmiien meghatarozzak.
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A binomialis eloszlas varhato értéke és szorasa:

L =np (2.1./8.)

D= \np(1-p) (2.1.79.)

A binomidlis eloszlds fenti levezetése szigoruan véve csak akkor teljesiil, ha az egyes
mintavételek soran a kivett mintaelemek szdma (k) nem befolydsolja az A esemény
bekovetkeztének valoszinliségét (p). Ez altalaban teljesiil, ha a mintaelemek szdma (n)
elhanyagolhaté az alapsokasag elemeinek szdmdhoz viszonyitva, vagy ha a kivett mintaelemet
mindig visszatessziik a kdvetkezd elem kivétele elott.

Minden olyan esetben, amikor egy esemény bekovetkezését vizsgaljuk, az esemény
bekovetkezésének szama, mint valoszinliségi valtozo, binomidlis eloszlast kovet. A binomialis
eloszlasnak rendkiviil fontos szerepe van a mindségellendrzési mintavételi tervek kialakitasaban.

Kozepes, 0,2-0,8 kozotti p értékeknél kellden nagy (n>200) mintaszdm esetén a

binomialis eloszlas jol kozelithetd a p = np varhato értékii €s D=/n-p-(1— p) szordsu normalis
eloszlassal. A kozelités feltétele: np(1-p)>30.

Szamitasi példak binomialis eloszlasra

1. Példa Mi a valoszinlisége annak, hogy egy 10% kifogdsolt mindségli terméket
tartalmazo tételbdl 5 elemii mintat kivéve, abban
a./ nem taldlunk hibas elemet
b./ 2 db. hibas elemet taldlunk
c./ ahibés elemek szama nem haladja meg a 2-t.
Szamitsuk ki az eloszlas varhat6 értékét és szorasat.

Megoldas
A hibéas elem el6fordulési valoszintisége: p=
A mintaelemek szama: n=
A hibas elemek megengedett szama: k

0,1 (1-p)=0,9
5

Alkalmazva a binomialis eloszlasra vonatkoz6 2.1./4. 6sszefiiggést.

Pn(k) = ( )p q"

a/ k=0 Ps(a—ﬂ)—( )01 0,9° =11-0,9° = 0,5905
;54
b/ k=2 P5(§—2)—( )01 0,9 —500107290 0,0729

c/ k<2 Zp(g k) = Z( j ‘gt
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P = 7 )0.109°=50,109' = 03281

Ps(§ < 2) = P5(£=0) + Ps(E=1) + P5(€=2) = 0,5905 + 0,3281 + 0,0729 = 0,9915

Varhato érték: p=np=50,1=05
Széras: D= \/np(1-p) = /50,1-(1-0,1) =,/0,45 =0,6708
2. Példa. Az ¢élelmiszerek mikrobioldgiai mindsitése sordn patogén mikroorganizmusok

jelenléte nem megengedett. Tételmindsitéskor 10 elemii mintat vesznek és minden egyes elemet
megvizsgalnak. Megfelelének mindsitik a tételt, ha patogén mikroba jelenléte egy mintaelembdl
sem mutathatd ki. Mi a valdszinlisége annak, hogy egy 20%-ban fert6zott tételt a fenti eljaras
elfogadhaténak mindsit.

Megoldas
A hibés elem el6fordulési valosziniisége: p=0,2 (1-p)=0,8
A mintaelemek szdma: n=10
A hibas elemek megengedett szama: k=0

Alkalmazva a binomialis eloszldsra vonatkozd 2.1./4. 6sszefiiggést.
P1y(E=0) = (})0) 0,2°0,8' = 1-1-0,8' = 0,1074

A 20%-ban fertdzott tétel elfogadési valosziniisége meghaladja a 10%-ot !!

A példaban szerepld binomialis eloszlast a 2./1 abra szemlélteti.

Binomialis valészin(iségi fgv. Binomialis eloszlas fgv.
04 1,0 B S
0,3 i 0,8 o
PY .
< 02 . z %67
| T 04 [ o
0,1 T 02
0,0 % 4 60 0o 00 ‘
01 2 3 456 7 8 910 01 2 3 4 56 7 8 910
n=10 p=0,20 k n=10 p=0,20 k

2./1. dbra. Binomialis eloszlas (n=10, p=0,20) valdsziniiségi- és eloszlasfiiggvénye.
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2.1.3. Hipergeometrikus eloszlas
Azokban az esetekben, amikor az N elemi alapsokasagbol visszatevés nélkiil végezziik a
mintavételt, annak a valdszintisége, hogy az n elemii mintaba k db. nem megfeleld keriil

hipergeometrikus eloszlast kovet.

Ha az alapsokasag szama N, amelyben a selejtarany p, akkor az egész sokasagban N-p=M

db. nem megfeleld egyed van.
( M )( N-M )
kA n-k (2.1./10))

N
n
A hipergeometrikus eloszlés hatarértéke, ha N — o és p = M/N, a binomialis eloszlas.

N > 50-n viszony teljesiilése esetén a hipergeometrikus eloszlas mar binomidlis eloszlassal
helyettesithetd a szamitasokban.

PE=h)=

A hipergeometrikus eloszlas varhato értéke és szorasnégyzete:

nM
=—_ =n 2.1./11.
W= p ( )
N-—n
D?=np-(1- 2.1./12.
p(1-p) = ( )

A hipergeometrikus eloszlast egyértelmiien meghatarozé harom paraméter: N, n, p

A hipergeometrikus eloszlas varhatod értéke teljesen megegyezik a binomidlis eloszlas varhato
értekével. A szorasnégyzetre vonatkozo (2.1./12.) kifejezés pedig N ndvelésével alulrol kozeliti a
binomidlis eloszlas szorasnégyzetét. Egyetlen mintaelem (n=1) kivétele esetén a két eloszlas
szorasa megegyezik. (Egyetlen mintaelem vizsgalatakor nincs jelentdsége a tétel nagysaganak,
illetve a visszatevésnek, ilyenkor a binomidlis eloszlas minden esetben alkalmazhato.)

A hipergeometrikus eloszlasnak a mindségellendrzésben a kis tételek (N < 100) mintavételi,
illetve mindsitési terveinek kialakitasaban van szerepe.

2.1.4. Poisson eloszlas

A laboratoriumi gyakorlatban nagyon sokszor eléfordul, hogy egyes eseményeknek egy
id6tartamon, térfogaton, vagy feliileten beliili bekdvetkezési gyakorisagat vizsgaljuk. Példa erre a
radioaktiv bomlasok iddegység alatti szdma, a Biirker kamrds mikroszkopos sejtszamlélés, a
Petri csészéken megjelend telepek szama, stb. Ezekben az esetekben a vizsgalt valoszinliségi
valtozd (idbegység alatti beiitésszam, latdmezonkénti sejtszdm, Petri csészénkénti telepszam,
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stb.) Poisson eloszlast kovet. Az eloszlast a k esemény n megfigyelés alatti atlagos értéke (1)
jellemzi.

A Poisson eloszlas a binomidlis eloszlas hataresete, ha n — o , mikdzben np = A

konstans marad. A gyakorlatban, ha p<0,1 és n>20, a binomialis eloszlas helyettesithetd a
Poisson eloszlassal.

Annak a valoszintisége, hogy a & valtozo6 a k értéket veszi fel:

k
Valoszintiségi fiiggvény: PE=k)=p, = %-e"’l (2.1./13.)
Varhato érték: p=2A (2.1./14.)
Szoérasnégyzet: D=2 (2.1./15))

A Poisson eloszlas egyetlen paramétere: A

Szdamitasi példa Poisson eloszldsra

Lemezontéses €l0sejtszdm meghatarozasnal a torzsszuszpenzid €éldsejtszama 20 sejt/ml.
Hasonlitsuk 0ssze a torzsszuszpenziobol (A=20)és annak tizszeres higitasabol (A=2) kivett 1 ml
minta varhato ¢él6sejtszam-eloszlasat. (Feltételezziik, hogy a higitas tokéletes volt.)

Mikrobaszam Poisson eloszlas

0.3 144
—~ 0,2
z ", °*
Q. 0,1 L 2 DDDDDDDD
L 4 DDDD DDDD
0,0 ——*nnogn : ‘ ‘ Uoloooon
0 5 10 15 20 25 30 35

\ & N=2 sejt/ml 0 N=20 sejt/ml \

2./2. abra. Telepképz6 egységek elméletileg varhatod Poisson eloszlasa

Osszehasonlitva a két eloszlast, jol lathatd, hogy A = 2 varhat6 érték esetén a sejtszam eloszlasa
erésen aszimmetrikus, mig A = 20 varhat6 értéknél mar igen jo kozelitéssel szimmetrikus.
Altaldban A = Yk/n > 15 értékeknél a Poisson eloszlas mar szimmetrikussa valik és

helyettesithetd egy p = A varhat6 értékii és D = VA szoérast normélis eloszlassal.
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2.2. FOLYTONOS ELOSZLASOK

2.2.1. Normalis eloszlas

A matematikai-statisztikdban elméletileg ¢€s gyakorlatilag is egyarant legfontosabb
eloszlas a normalis-, vagy Gauss-eloszlas. A haranggorbe alakt eloszlas jelentdségét az alabbi
torvényszertiségeknek kdszonheti:

e A véletlen hibdk a legtobb esetben normalis eloszlast kovetnek (innen ered az eloszlas
esetenkénti hibatérvény, illetve hibaeloszlas elnevezése).
e A normalis eloszlast sokasagbol szarmazo mintak eloszlasa is normalis.

o A centrdlis hatareloszlas tétele szerint nagy szamu fiiggetlen valdsziniiségi valtozo
osszege aszimptotikusan normalis eloszlasu, feltéve, hogy az oOsszeg minden egyes
tagjanak ingadozasa kicsi az egész osszeg ingadozdsdhoz képest. Ez a gyakorlatban azt
jelenti, hogy mar harom minta atlaga is jo kozelitéssel normalis eloszlast eredményez,
még akkor is, ha az eredeti eloszlas jelentOsen eltér a normalistol (pl. kétpupu eloszlas). A
centralis hatareloszlas tétele kovetkeztében a minta elemszam novelésével az eredetileg
binomialis €s Poisson eloszlasu sokasagokra is alkalmazhatdéak a normalis eloszlasra
kidolgozott statisztikai probak.

Stiriségfiiggvény:
1 ~(x=p)’
f(x)= e 25 (o <x <+ow) (2.2./1))
oN2rx
Eloszlasfiiggvény:
1 X —(X—/l)z
F(x)= | e 29 dt 2.2./2)
o227 _J;O

Varhato érték: M(X)=p
Szérasnégyzet: D’(x) = ¢

A normalis eloszlas két paramétere: | €s G, amelyek az eloszlast egyértelmiien meghatarozzak.

A normalis eloszlas kozponti jelentOsége miatt a statisztikai probak egységes alkalmazhatosaga
érdekében bevezették a standardizalt normalis eloszlast, amelynek valtozoja:

u=2"# (2.2./3.)
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A (2.2./3.) Osszefiiggés alapjan barmely p és o paraméterii normalis eloszlas standardizalhato,
igy a matematikai-statisztikai szamitasokhoz elegendd a standard normalis eloszlas tablazatait
hasznalni.

A standardizalt normalis eloszlas stiriiségfiiggvénye:

uZ

-eiT ; o(-u) = o(u) (2.2./4.)

1
@(M) - \/Z

A standardizalt normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye:

2
—u

o(u) :L- J e ? du ; o(-u) = 1-¢(u) (2.2./5.)
2r 7,

Varhato értéke: p=0
Szérasa: o=1

A standardizalt normalis eloszlés stirliség- és eloszlasfiiggvényét a 2./3. dbra szemlélteti.

Siirliség fiiggvény Eloszlas fiiggvény

0s | 08 //-—
0,3 - / \ 5 06 /
02 - L 04 /
01 1 0,2 y

4 3 2 41 0 1 2 3 4 4 3 2 1 0 1 2 3 4

f(u)

2./3. abra. Standardizalt normalis eloszlés stirliség- és eloszlas fliggvénye
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2.2.2. Student eloszlas

A Student eloszlas az atlagérték- és konfidencia-intervallumok becslésekor jatszik igen
fontos szerepet azokban az esetekben, amikor a vizsgalt sokasag szorasat és varhat6 értékét is a
mintabol becsiiljiik.

Az n szamua (m = n-1 szabadsagi foku xo, xi, ... Xp) fliggetlen, 0 varhato értékii, o szorast
normalis eloszlasu valoszinliségi valtozobol képzett

X

— (2.2./6.)
1 2 2 2
—(x; +x3+..x))
m
valosziniliségi valtozok m szabadsagi fokt Student (t) eloszlast kovetnek.
Az eloszlas siirtiségfiiggvénye:
"7
!
2
f(t) = m (2.2./7)
m 2 ( L 2
m
Varhato értéke: u=0
Szorasnégyzete: D*= m/(m-2)

0.3

0.21

0.1

2./4. dbra. Student féle t eloszlas 1, 5 és 30-as szabadsagi fokhoz tartoz6 stirliségfiiggvényei.
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A stiriségfiiggvény t=0-ra nézve szimmetrikus, alakja hasonl6 a standardizalt normalis
eloszlashoz. Varhato értéke 0, szorasnégyzete a szabadsagi fok (m) novelésével feliilrdl kozelit
1-hez.

Ha m > 30, akkor a t-eloszlas igen jol kozelithetd a standardizalt normalis eloszlassal: t, = u, .
A Student féle t eloszlast szemléltetd 2./4. dbran jol lathat6, hogy az 5-0s szabadsagi fokhoz
tartozo slriiség-fiiggvény mar viszonylag jol kozeliti a 30-as szabadsagi fokhoz tartozo

fliggvényt.

2.2.3. x” eloszlis

Ay’ eloszlas a szorasnégyzetekkel kapcsolatos statisztikai probaknal, valamint
illeszkedés-vizsgalatoknal jatszik szerepet
Ha x, x,, ... X, fliggetlen, normalis eloszlasu valoszinliségi valtozok, és ux = (xi - Cx)/ok

standardizaltjaik, akkor a y = Zu,f valoszinliségi valtoz6 m szabadsagi foku
k=1

eloszlast kovet, melynek stirliségfiiggvénye:

1 m2 z
o) =7——5 (") * e ? (2.2/8))
m-=2) 2
(-2
2
Viarhato értéke: pL=m Szorasnégyzete: D*=2m
f(x) v* eloszlas siiriiségfiiggvénye
0.2 T T T T A
m=2

m=30 ]

2./5. abra. x” eloszlas stirliségfiiggvénye (m = 2, 5, 10, 30)

2 r ] / ’ ) L A ro r /r r1:
Ha a x~ eloszlas szabadsagi foka nd, az eloszlas m vérhato értékii és 2m szordsnégyzetli normalis
eloszlashoz kozelit, amit a 2./5. abra szemléltet.
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2.2.4. F eloszlas
Az F eloszlas szorasnégyzetek Osszehasonlitasdban, illetve az erre visszavezethetd

statisztikai prébakban (pl. varianciaanalizis) jatszik fontos szerepet.
Két x* eloszlast m, ill. n szabadsagi foku fiiggetlen valosziniiségi valtozobol képzett

1
— (X x4 X))
m (2.2.9.)

F:
1 2 2 2
;(y] +yy+ty,)

hanyados, valoszinliségi valtoz6 (m, n) szabadsagi foku F eloszlast kovet, melynek
stiriségfliggvénye:

(2.2./10.)

m=2 m n
("”Hj,Fzmznz
2
2

e
5 5 (n+mF)

2n*(m +n—2)
m(n—2)*(n—4)

D’= (n>5)

Viérhato értéke: n= Lz (n>3) Szérasnégyzete:

A kiilonb6z6 szabadsagi fokokhoz tartozo stirliségfiiggvényeket a 2./6. abra szemlélteti

f(x) F eloszlas stirtiségfliggvényei
1.2 .
[ ——30,30)
|
08~ | |
06~ |~ (10,10) ]
[V |
0.4r
021
O 1 1

2./6. abra. F eloszlas striségfiiggvényei (m,n = 30,30; 10,10; 5,1)
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2.2.5. Exponencialis eloszlas
Az exponencialis eloszlas a higitasi sorokon alapuld ¢€ldsejtszam-meghatarozasi
modszerekben, eltarthatosagi vizsgalatokban, mindségellendrzési jelleggorbék kialakitasaban

jatszik fontos szerepet.

Az exponencialis eloszlas stirliség- és eloszlasfliggvénye (csak pozitiv x értékekre értelmezve):

Striségfiiggvény:  fx)=Ae™*

Eloszlasfiiggvény:  F(x)=1- e X
Az exponencialis eloszlas varhato értéke és szorasa megegyezik.
Varhato6 érték: u=1/A
Szoras D=1/A
f(x) Striiségfiiggvény — F(x) Eloszlasfiiggvény
10“— 17““‘““‘“““/ir/‘/‘,‘i’,‘,‘,;";;!7
8 7 \\ ; 0.8; / ;
\ | ' / ]
6j \\ 0.6 -
\
4 \ i /
] \\ O'4j ,"/ i
21 \ 02l
or | \\;c . \7 I :, E
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0 ! ! b ! !
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
2.7. abra. Exponencialis eloszlés stirtiség- és eloszlasfiiggvénye (A = 0,1)
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3. STATISZTIKAI BECSLESEK

A statisztika empirikus adatok 0Osszegzése alapjan a vizsgalt sokasagra vonatkozdan
kovetkeztetéseket von le ¢és feltevéseket ellendriz (numerikus becslések, Osszefliggésekre
vonatkozo6 feltevések, elorejelzések, dontések). Ennek megfelelden a statisztika feladata:

1. A megfigyelt sokasag statisztikai leirdsa, statisztikai jellemz0k kiszamitasa.

2. A valosziniiségre alapuld megfeleld matematikai modell (elméleti eloszlas) feltételezése,
(vagy felallitasa) és ellendrzése illeszkedésvizsgalattal.

3. A feltételezett valdszintiségi modell alapjan kovetkeztetések levonasa, elérejelzések és

dontések meghozatala. Hipotézisvizsgalatok.

A megfigyelt sokasag statisztikai leirasa (1.) a gyakorlatban a mintabol meghatarozott néhany
jellemzo (atlagérték, relativ gyakorisag, szords, terjedelem, stb.) meghatarozésat jelenti. Ezek a
paraméterek a tovabbiakban alapul szolgdlhatnak a megfigyelt sokasag valoszinliségi
eloszlasdnak (matematikai modell) feltételezésére, valamint a feltételezés helyességének
ellenérzésére (2.). Amennyiben a mintabdl meghatarozott jellemzok alapjan elvégzett statisztikai
probdk nem mondanak ellent a megmintazott sokasadgra vonatkozo hipotéziseinknek, a
feltételezett elméleti eloszlasra vonatkozo matematikai apparatus felhasznalasaval elvégezhetjiik
a sziikséges statisztikai probakat az alapsokasagra, vagy Osszehasonlitando alapsokasagokra
vonatkozo6 feltételezéseink ellendrzésére, dontéseink és eldrejelzéseink meghozatalara (3.).

A gyakorlatban nagyon sok esetben el6zetes informaciok alapjan, vagy elméleti
megfontolasokbol kiindulva ismertnek tekintjilk a megfigyelt sokasadg eloszldsat, ezért a
statisztikai kiértékelés soran a 2. pontban foglalt 1épések kihagyasra keriilnek. Az eloszlasra
vonatkoz6 hipotézis helytelen volta azonban nagyon sulyos dontési hibdkhoz vezethet.

A megfigyelt sokasdg statisztikai jellemz6it mindig a minta alapjan becsiiljiik, s ennek
kovetkeztében - mint ahogy arra az 1.9. fejezetben utaltunk -, a becslési eljaras eredménye és a
paraméter valodi értéke kozott eltérés lehetséges.

Az alapsokasag (altalunk ismeretlen) statisztikai jellemzdi adottak. (Egy konzerv
készitmény grammonkénti aerob spéraszama, Salmonella jelenlét/hidny egy tejpor-tételben, stb.)
Ezeket a valds és konkrét értékii jellemzdket becsiiljiik a mintdbol meghatarozott értékek alapjan.
A becslés eredménye egy adott mintdbol meghatarozva szintén konkrét érték, de ez az érték
ismételt mintavétel esetén, vagy egyes mintaclemeket kihagyva, illetve tovabbi mintaelemeket
bevonva az értékelésbe, a vizsgalt jellemzd valoszinliségi valtozé volta miatt ingadozik.

A matematikai-statisztikai kiértékelés célja soha nem lehet (mert gyakorlatilag nem is
lehetséges) a becsiilt jellemz6 alapsokasagon beliili értékének teljes pontossagu meghatarozasa.
Becslési eljarasunk eredményeként csupéan azt tudjuk megadni, hogy a vizsgalt jellemzdének az
alapsokasagon beliili atlagértéke, szoérdsa, gyakorisaga, stb. egy adott valoszinliséggel milyen
hatarok kozott van. Ennek az un. konfidencia-intervallumnak a szélessége viszont a
kisérlettervezéstol ¢és értékelési modtol fiiggden (altalaban a mintaszam novelése révén)
csokkenthetd.

Tobb sokasag (pl. kiilonbozd taptalajokon, vagy eltéré modszerrel meghatarozott
mikrobaszamok, kiilonb6z0 gyartasi tételek mikrobas fert6zottsége, stb.) Osszehasonlitasakor
altalaban az egyes sokasagokbdl vett mintak statisztikai jellemz6it hasonlitjuk 6ssze. Ezekben az
esetekben kérdésfeltevésiink nem az, hogy az egyes sokasagok vizsgalt jellemz6i megegyeznek-e
egymassal, hanem az, hogy a koztiikk 1évé eltérés meghaladja-e a véletlen ingadozasbdl eredd
mértéket. A véletlen ingadozéas mértékét meghalado kiilonbségeket szignifikansnak nevezziik.
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Altalanossagban a minta statisztikai jellemz6inek kiértékelésén alapuld dontésiink helyes
megfogalmazasa szerint az Osszehasonlitott sokasagok statisztikai jellemzoi, vagy egyes
statisztikai jellemzok becsiilt és feltételezett értekei kozott meghatarozott (kiszamitott) kiilonbség
szignifikans, vagy nem szignifikéans.

A matematikailag szignifikansnak bizonyul6 eltérések azonban nem jelentenek feltétlentil
szakmailag is jelentds kiilonbséget. (Pl. lemezontéses és feliileti szélesztéses mikrobaszam-
meghatarozasi modszerek szorasa, és néha atlagértéke kozott is szignifikans kiillonbség mutathato
ki. Ez a kiilonbség szakmailag csupan akkor jelentds, ha a mikrobaszam egy nagysagrenden
beliili valtozasat kivanjuk pontosan nyomon kovetni. Tobb nagysagrendnyi valtozas mérésére a
két modszer egyforman alkalmazhato.)

A vizsgalt valdszinliségi valtozo valodi értéke €s becslése kozotti eltérések forrasairol
(véletlen eltérés €s torzitas) az 1.9. fejezetben mar szoltunk. A tovabbiakban csupén a statisztikai
becsléssel kapcsolatos elvarasokat ismertetjiik

Az alapsokasag ismeretlen (de konkrét, a értékii) paraméterére vonatkozo statisztikai
becsléssel (o) szembeni elvarasaink a kovetkezOkben foglalhatok dssze.

A statisztikai becslés legyen:

e Torzitatlan A becslési eljaras varhato értéke a keresett paraméter valodi érteke legyen
M(ov)=a.

e Hatékony Az o statisztika szorasanak a kornyezetében legyen minimuma.

o Konzisztens A mintaszam novekedésével a paraméter becsiilt értéke kozelitsen a
sokasagon beliili valodi értékhez.

o FElégséges Tartalmazzon minden informaciot, amely a mintdbdl az ismeretlen a

paraméterre nyerhetd.

A statisztikai becslések alapjan hozott dontések mindig a sokasagra (és nem a mintara)
vonatkoznak ¢€s kockdzatot rejtenek magukban. Ennek a kockazatnak az eredete, a vizsgalt
jellemzd valdszintiségi valtozo volta. Eléfordulhat, hogy az alapsokasag olyan részébdl vesziink
mintat, amely csak igen kis gyakorisaggal szerepel (pl. normalis eloszlasnak csak a sz€élébdl).
Ilyen esetekben a mintabol szamitott becsiilt értékek alapjan a sokasagra vonatkozdan téves
kovetkeztetést vonhatunk le.

Az alapsokasagra vonatkozo6 feltételezéslink (nullhipotézis, Hy) a valosagban vagy
fennall, vagy nem. A nullhipotézisre vonatkozdan a minta alapjdn hozzuk meg dontésiinket, ami
vagy helyes, vagy téves. A minta alapjan hozott dontések lehetséges eseteit a Dontési tablazatban
foglaltuk Gssze.

Dontési tablazat. Becslési eljaras alapjan hozott dontések lehetséges esetei.
Dontésiink szerint Az alapfeltevés a valosagban
az alapfeltevés Teljesiil Nem teljesiil
Teljesiil Helyes dontés Hibas dontés B masodfaji hiba
Nem teljesiil Hibas dontés o elséfaju hiba Helyes dontés
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A Dontési tablazatbol kitlinik, hogy dontéseink soran kétféle hibat kovethetiink el: elsé- és
masodfajua hibat

Elséfaju hiba o valdsziniiséggel jelenti azt az esetet, amikor dontésiink szerint a nullhipotézis
nem teljesiil, a valosdgban azonban fennall az alapfeltételezés. (PIL. egy valojaban megfeleld tételt
hibasnak mindsitiink.)

Az els6faji hibat a matematikai-statisztikai szamitasok soran elére meg tudjuk hatarozni,
ki tudjuk valasztani, hogy dontésiinket milyen P = 1 - o biztonsadggal kivanjuk meghozni. Ez
gyakorlatilag azt jelenti, hogy a vizsgalt jellemzOnek csak azt az értéktartomanyat fogadjuk el,
amely P = 1 - a valoszinliséggel az eloszlason beliil van. Az eloszlashoz tartozo6 értékeknek azt
az o toredékét, amely ezen az értékhataron kiviil van, elutasitjuk, nem tekintjiik az eloszlashoz
tartozonak. Tekintettel arra, hogy a valdszintiségi valtozo striiségfiiggvénye alatti teljes teriilet
nagysaga 1, az els6faji hiba mértékét a P = 1 - a valdszinliséget meghalado teriilet reprezentalja.
Attol fiiggden, hogy az elutasitds az eloszlas mindkét szélére, vagy csak az egyik oldalara
vonatkozik, besz¢liink kétoldali, vagy egyoldali els6faji hibarol.

Kétoldali els6faju hiba azt jelenti, hogy az eloszlas mindkeét szélérdl elutasitjuk az a/2
teriilethez tartozd értékeket €s elfogadjuk a kozéjiikk esd értéktartomanyt. Jellegzetesen ide-
tartoznak a konfidencia-intervallum szamitasok, amikor azt allitjuk, hogy a mért jellemzd
sokasagon beliili értéke P = 1 - a valoszinliséggel a mintdban meghatarozott érték + (szamitott)
kornyezetében helyezkedik el. Kétoldali els6faju hiba megengedésével az Osszehasonlitando
sokasagok jellemzdi kozotti kétiranyu eltérések szignifikancidjat vizsgaljuk.

Egyoldali els6faju hiba esetén csupan az eloszlas egyik oldalat utasitjuk el. Az elutasitott
értéktartomanyhoz tartozik a stirliség fiiggveény alatti teriilet a része. Egyoldali els6faji hiba azon
dontéseinkre jellemzd, melyekben azt vizsgaljuk, hogy egy jellemz6 becsiilt értéke a sokasagban
nagyobb, vagy kisebb-e egy megadott értéknél. Egyoldali els6faju hiba esetében csak az
egyiranyu eltérés szignifikancidjat vizsgaljuk.

Az els6faju hibat standardizalt normal eloszlas esetén a 3./1. és 3./2. abraval
szemléltetjik.

f(u) o egyoldali elséfaju hiba f(u) o kétoldali elsfaju hiba
0af T /‘\ 0.4f I /‘\
03] 5 \ 03
02 : \ 02 \
[ 1-a [ 1-a |
0.1 / 0.1 / \
/ a2 ) \ o/2
/ M |/
07\ “‘7“””“ I | 07‘\\\ 7\ H\H‘MHM‘H\\TT
5 4 3 -2 1 0 1 5 3 2 1 0 1 2 3

3./1. abra. Egyoladali és kétoldali els6faji hiba stiriségfiiggvényekkel szemléltetve
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F(u) o egyoldali elséfaji hiba F(u) a kétoldali elséfaju hiba

1—T — «a N f— a2
0.8 0.8
0.6 0.6~

l1-a lI-a
0.4F 0.4F
0.2 / 1 0.2 / :
/ 1 a2/
// - : /
O \4\ T/ | | | | 1 | Orﬁ\muiii‘um‘mw\w | | 1 1 |
5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 5 4 3 -2 1 0 1 2 3 4 5

3./2. abra. Egyoladali és kétoldali els6faju hiba eloszlasfiiggvényekkel szemléltetve

Masodfaju hiba B valésziniiséggel jelenti azt az esetet, amikor dontésiink szerint a nullhipotézis
teljesiil, a valésagban azonban nem 4all fenn az alapfeltételezés. (Pl. egy valdjaban kifogasolando
tételt megfelelének mindsitiink.) A masodfaju hibat dontéseinkben specialis esetektdl eltekintve
nem tudjuk eldirni és ki sem tudjuk szamitani.

A kétféle hiba altalaban egyiittesen mozog, ha o nagy lehet, akkor B csokken és forditva.
Egyiittes csokkentésiik csak a minta-elemszam ndvelésével érhetd el.

3.1. A MINTA STATISZTIKAI JELLEMZOI

A matematikai statisztika értelmezése szerint a megfigyelési adatokbdl szamitott minden
értéket (atlag, szoras, terjedelem, stb.) statisztikdnak neveziink. Tekintettel arra, hogy a
mintaelemek valdszinliségi valtozok, nyilvanvald, hogy a beldliik szamitott statisztikdk is
valdszinliségi valtozok lesznek, s ennek megfeleléen azok eloszlasat az alapsokasag eloszlasa, az
un. mintaeloszlds hatarozza meg. A mintaeloszlasra vonatkozdan daltalaban rendelkeziink
elozetes feltevésekkel (normadlis-, Poisson-eloszlds, stb.). Amennyiben ilyen ismereteink
nincsenek, korrekt kiértékelés csak a tapasztalati mintaeloszlas meghatarozéasa utan végezhetd el.

3.1.1. Tapasztalati eloszlas meghatirozasa

Az alapsokasag eloszlasat a beldle vett mintak tapasztalati eloszlasa alapjan becsiiljiik. A
tapasztalati eloszlas alakjabol kovetkeztetiink az alapsokasag-beli valodi eloszlasra, és
feltételezésiinkre vonatkozdan statisztikai probdkat végziink.

A tapasztalati eloszlas a meghatdrozasahoz felhasznalt mintaelemek szamdénak
novelésével egyre inkabb kozelit az alapsokasag valodi eloszlasahoz. A tapasztalati eloszlas
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felvételéhez legalabb 100 koriili adat sziikséges. A tapasztalati eloszlas meghatarozasanak a
menete a kovetkezo.

Véletlenszeri mintavétellel kivesziink az alapsokasagbdl lehetleg minél tobb (de
legalabb 100) mintaelemet, amelybdl meghatarozzuk a vizsgéalni kivant paramétert. (Ilyen
értelemben mintavételnek tekintheté egy mérés nagyon sokszori megismétlése is, ahol a
mintaelemeket az egyes mérési eredmények jelentik.)

¢ Kivalasztjuk a mérési eredmények koziil a legnagyobb ¢és legkisebb értéket, ezek kiilonbsége
a terjedelem.

¢ A terjedelmet értékkozokre osztjuk fel. Az értékkozok (intervallumok) szamara vonatkozo
altalanos el6iras nincs. A gyakorlatban 10-25 azonos szélességii értékkozt szokas megadni, a
terjedelem ¢€és a mérési moddszer altal szolgéltatott diszkrét értékek egymashoz valod
viszonyanak figyelembevételével. (Ha egy mérleg csak 0,1 g pontossagi adatokat ad, akkor
az 1,5 g szélességli tartomanyt nincs értelme 15-nél tobb osztalyra felosztani.). Nagy

adatszamok esetén az értékkozok célszerli szama = 2,5 adatszam
Az értekkozok hataranak kijelolésénél ugy kell eljarni, hogy az adatok besorolasa egyértelmii
legyen. (A hatarra esd adatokat kovetkezetesen vagy a kisebbik, vagy a nagyobbik értékkozbe
soroljuk.)

¢ Meghatdrozzuk, hogy hany adat tartozik az egyes értékkozokbe, (osztdlyokba), azaz
kiszamitjuk az egyes értékk6zokhoz tartozd gyakorisagot.

¢ Megszerkesztjiik a gyakorisagokat az értékkozok fiiggvényében éabrazold gyakorisagi
hisztogrammot, vagy a relativ gyakorisagi hisztogrammot. (A relativ gyakorisag a gyakorisag
¢és az 0sszes adatszam hanyadosa.)

Folytonos valdszinliségi valtozd esetében a skala finomitasaval csokken a gyakorisag. Ennek
kikiiszobolése érdekében nem az osztalykozonkénti relativ gyakorisdgokat, hanem a beldliik
szarmaztatott relativ gyakorisag-siiriiség hisztogrammot hatarozzuk meg.

Relativ gyakorisag stiriiség = Relativ gyakorisag / Osztalyszélesség
Konnyen bizonyithatd, hogy a relativ gyakorisag-stirliség hisztogram alatti tertilet 1.

Ha az értékkozok szdma talsagosan nagy, a tapasztalati eloszlas véletlen okozta,
gyakorlati szempontbdl jelentéktelen ingadozéasai tulzottan érvényesiilnek, ha az értékk6zok
szama tul kicsiny, az eloszlés jellege nem mutatkozik kell6képpen.

¢ A gyakorisagi értékeket 0sszegezve a kumulativ gyakorisagokat kapjuk eredményiil. Hasonlo
modon meghatarozhatd a kumulativ relativ gyakorisag is. A kumulativ gyakorisagok, vagy
relativ gyakorisagokat abrazolva a hozzajuk tartozé osztalykdzok fiiggvényében, kapjuk a
tapasztalati eloszlas-fiiggvényt.

A tapasztalati eloszlds meghatdrozasara altaldban szamitogépes eljarasokat alkalmazunk,
amelyek nem csupan a hisztogramok felvételét konnyitik meg, hanem egyuttal az eloszlasra

vonatkozo6 statisztikai probakat, valamint a teljes matematikai-statisztikai kiértékelést is elvégzik.

A tapasztalati eloszlas vizsgalatat egy mintapéldan keresztiil szemléltetjiik, amelyre a
tovabbiakban még tobbszor visszatériink.
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Szamitasi példa eloszlasvizsgalatra

Lemezontéses ¢élosejtszam-meghatarozas eredményeinek eloszlasat vizsgaltuk pasztortej
mezofil aerob ¢éldsejtszamanak meghatarozasara vonatkozoan. Ennek érdekében homogén
tejmintabol 100 fiiggetlen ¢éldsejtszam-meghatarozast végeztiink. A meghatarozott ml-enkénti
¢losejtszamokat (N) €s azok logaritmusait (Ig N) a 3./1. tablazat tartalmazza.

3./1. Tablazat. Tejminta mezofil acrob €l6sejtszamai (N) €s azok logaritmusa(lg N)

N IgN N IgN N IgN N IgN

5,60-10° 3,75 1,31-10* 4,12 1,78:10* 425 2,18:10* 434

6,60-10° 3,82 1,45-10* 4,16 1,82-10* 426 2,63-10* 4,42

6,90-10° 3,84 1,51-10* 4,18 1,66-10* 422 2,70-10* 4,43

7,20-10° 3,86 1,44-10* 4,16 1,67-10* 422 2,82:10* 4,45

8,30-10° 3,92 1,41-10* 4,15 1,90-10* 428 2,88:10* 4,46

8,70-10° 3,94 1,51-10* 4,18 1,86-10* 427 2,76-10* 4,44

9,10:10° 3,96 1,48-10* 4,17 1,91-10* 428 3,02:10* 4,48

8,90-10° 3,95 1,45-10* 4,16 1,82-10* 426 2,81-10* 4,45

8,70-10° 3,94 1,38-10* 4,14 1,86-10* 427 3,00-10* 4,48

9,10-10° 3,96 1,31-10* 4,12 1,73-10* 424 1,44-10* 4,16

9,10-10° 3,96 1,45-10* 4,16 2,14-10* 433 2,63-10* 4,42

8,70-10° 3,94 1,51-10* 4,18 2,08-10* 4,32 2,69-10* 4,43

7,20-10° 3,86 1,44-10* 4,16 2,24-10* 435 3,00-10* 4,48

1,12-10* 4,05 1,31-10* 4,12 2,29-10* 436 3,30-10* 4,52

1,10-10* 4,04 1,41-10* 4,15 2,09-10* 432 3,63-10* 4,56

1,20-10* 4,08 1,66-10* 422 2,19-10* 434 3,80-10* 4,58

1,10-10* 4,04 1,82-10* 426 2,18-10* 434 3,78-10* 4,58

1,20-10* 4,08 1,91-10* 428 2,30-10* 436 3,38:10* 4,53

1,12-10* 4,05 1,81-10* 426 2,40-10* 438 1,51-10* 4,18

1,07-10* 4,03 1,70-10* 423 2,19-10* 434 3,63-10* 4,56

1,15-10* 4,06 1,66-10* 422 2,20-10* 434 3,63-10* 4,56

1,10-10* 4,04 1,86-10* 427 2,14-10* 433 4,10-10* 4,62

1,15-10* 4,06 1,77-10* 425 2,08-10* 432 436-10* 4,64

1,05-10* 4,02 1,82-10* 426 2,24-10* 435 478-10* 4,68

1,32-10* 4,12 1,91-10* 428 2,30-10* 436 5,70-10* 4776

A 3./1. tablazatban 6sszefoglalt adatok osztalyba sorolt értékeit a 3./2. és 3./3. tablazatok
tartalmazzak. A gyakorisagi hisztgrammokat a 3./3. €s 3./4. dbran tiintettiik fel.

A gyakorisagi hisztogrammok abrait Osszehasonlitva, jol lathat6, hogy az alapadatok
eloszlasa er0sen aszimetrikus, a magasabb sejtszamok felé¢ elhuzodo jelleggel. A logaritmikus
transzformacio ezt az eloszlast normalis eloszlashoz koézelitve, szimmetrikussa teszi. A kétféle
tapasztalati eloszlas normalisto] valé eltérését a tovabbiakban y*-probaval vizsgaljuk.
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3./2. Tablazat. 2. higitasbol leolvasott telepszamok osztalyba-sorolasa

Osztaly | Ertékkoz |Erték-kozép | Gyakorisag | Relativ | Kumulativ | Kumulativ
(x10%) (x10%) gyakorisag | gyakorisag | rel. gyak.
1 50-100 75 13 0,13 13 0,13
2 101-150 125 25 0,25 38 0,38
3 151-200 175 24 0,24 62 0,62
4 201-250 225 16 0,16 78 0,78
5 251-300 275 8 0,08 86 0,86
6 301-350 325 5 0,05 91 0,91
7 351-400 375 5 0,05 96 0,96
8 401-450 425 2 0,02 98 0,98
9 451-500 475 1 0,01 99 0,99
10 501-550 525 1 0,01 100 1,00
Osszesen 100 1,00
Sejtszam hisztogram
0,30

o 025
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(72]
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75 125 175 225 275 325 375 425 475 525
Osztalykozép (cfu)

3./3. abra.

Homogén tejminta 2. higitdsabol leolvasott telepszamok gyakorisagi hisztogramja
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3./3. Tablazat. 2. higitasbol leolvasott telepszamok logaritmus értékeinek osztalyba-sorolasa

Osztaly | Ertékkoz |Erték-kozép | Gyakorisag | Relativ | Kumulativ | Kumulativ
gyakorisag | gyakorisag | rel. gyak.
1 1,71-1,80 1,75 1 0,01 1 0,01
2 1,81-1,90 1,85 4 0,04 5 0,05
3 1,91-2,00 1,95 8 0,08 13 0,13
4 2,01-2,10 2,05 11 0,11 24 0,24
5 2,11-2,20 2,15 18 0,18 42 0,42
6 2,21-2,30 2,25 20 0,20 62 0,62
7 2,31-2,40 2,35 16 0,16 78 0,78
8 2,41-2,50 2,45 11 0,11 89 0,89
9 2,51-2,60 2,55 7 0,07 96 0,96
10 2,61-2,70 2,65 3 0,03 99 0,99
11 2,71-2,80 2,75 1 0,01 100 1,00
Osszesen 100 1,00
Ig N hisztogram
0,25

o 0,20 | —
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1,75 1,85 1,95 2,05 2,15 2,25 2,35 2,45 2,55 2,65 2,75
Osztalykozép Ig cfu

3./4. abra.

Homogén tejminta 2. higitdsdbol meghatarozott Ig N értékk gyakorisagi hisztogramja
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crer

eltérd eloszlastak. Az alapadatok eloszlasa erésen aszimetrikus, a logaritmus értékek eloszlasa
igen jo kozelitéssel normalisnak latszik.

Az eloszlasok normalitasvizsgalatdnak nullhipotézise, hogy a vizsgalt jellemz6 sokasagon beliili
eloszlasa normalis. Ez a feltétel akkor teljesiil, ha a sokasagbdl vett mintaelemekbdl becsiilt
atlag- és szorasértekek ismeretében, a mintaeclemek gyakorisdga a vizsgélt jellemzdre a normalis
eloszlas 2.2./1. 0sszefiiggéssel megadott siiriségfiiggvényét koveti.

A normalités teljestilésének grafikus szemléltetésére szolgal, ha az adatokbol szamitott (3./2. és
3./3. tadblazatokban Osszefoglalt) kumulativ relativ gyakorisdgokat hasonlitjuk 6ssze a normal
eloszlas esetén elméletileg varhato értékekkel. Amennyiben a vizsgalt jellemzd eloszldsa
normalisnak tekinthetd, a kumulélt relativ gyakorisagi értékek a normalis eloszlasra jellemzd
egyenes mentén oszlanak el.

A mikrobaszamokra vonatkozé 0sszehasonlitast a 3./5. és 3./6. abrak szemléltetik.

Kumulalt relativ gyakorisag %

99.9

99

95

80

50

20

0.1

6
(X 10000)

3./5. abra. Mikrobaszam alapadatok (N) normalis eloszlasanak grafikus vizsgalata
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Kumulalt relativ gyakorisag %
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3./6. abra. lg N értékek normalis eloszlasanak grafikus vizsgélata

A 3./5. és 3./6. abrak vizsgalata egyértelmilien szemlélteti a mikrobaszam alapadatok normalistol
valo eltérését és a logaritmus transzformacio normalis eloszlast eredményezd hatésat.

A normalitastol valé eltérés matematikai-statisztikai bizonyitasat y’-probaval végezziik el. A
proba menete a kdvetkezo:

Az adatokat osztalykozokbe soroljuk és meghatarozzuk az egyes osztalykozokbe tartozo
gyakorisagokat (f;). A mintaelemekbdl szamitott atlag- és szorasérték ismeretében kiszdmitjuk az
osztalykozok also és felsd hatardhoz tartozo standardizalt i = (X; — Xan)/s értékeket, amelyek a
standardizalt normalis eloszlas u értékeinek becslésére szolgal, majd meghatidrozzuk a hozzajuk
tartozd @(u) értéket. Az értéktartomanyok als6 és felsd hatdrahoz megéllapitott ®(u) értékek
kiilonbsége adja az elméleti relativ gyakorisagot (p;). A p; értékek és a mintaelemszam szorzata
megadja az egyes értékkozok (osztalyok) elméleti gyakorisdgat (fiem). A megfigyelt és az
elméleti  gyakorisagok kiilonbségébdl szamithatd eltérésnégyzetek Osszege 7y -eloszlasi.
Osszeadva az egyes osztalykozokhoz tartozé x” értékeket, kapjuk a statisztikai proba szamitott
értékét. Amennyiben ez nagyobb, mint az osztalykdz — 3 szabadsagi fokhoz tartozé kritikus
(tdblazatos) érték, az eloszlas az adott valdszinliségi szinten szignifikansan eltér a feltételezett
normalis eloszlastol.

A tovabbiakban a rész-szamitdsokat mellézve, csak a probak Osszefoglald szamitdogépes
tablazatait kozoljiik.
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3.4. Tablazat. Mezofil acrob él8sejtszam értékek (N) normalitas-vizsgalatanak x? probaja.

Alsé hatar | Felso hatar | Szamlalt Elméleti x?
gyakorisag | gyakorisag
5000 0 6,4 6,390
5000 10 000 13 9,6 1,217
10 000 15000 25 16,0 5,049
15 000 20 000 24 20,4 0,644
20 000 25 000 16 19,8 0,717
25 000 30 000 8 14,6 2,990
30 000 35 000 5 8,2 1,267
35 000 9 5,0 3,118
Osszesen 21,3913
Szabadsagi fok = 8-3 =5 Szignifikancia-szint = 6,83-10

Dontésiink: 0,068 % -ndl nagyobb els6faju hibat megengedve, nullhipotézisiink mar nem
teljesiil, azaz 99,9 %-os biztonsaggal allithatjuk, hogy az eloszlas szignifikansan eltér a normalis
eloszlastol.

A 99 %-o0s biztonsagi szinthez tartoz6 kritikus érték: v*=20,5

3.5. Tablazat. lg N értékek normalitas-vizsgalatanak x* probaja.

Alsé hatar | Fels6 hatar | Szamlalt | Elméleti o
gyakorisag | gyakorisag
4,0 13 12 0,0626
4,0 4,1 11 13 0,2029
4,1 4,2 18 17 0,0180
4,2 4,3 20 19 0,0367
43 4,4 16 17 0,0299
4,4 4,5 11 12 0,0272
4.5 11 10 0,0342
Osszesen 0,4115
Szabadsagi fok = 7-3 =4 Szignifikancia-szint = 0,9815

Dontésiink: nullhipotézisiinket csak 98,15 % els6faju hiba felett utasithatjuk el. Annak a
valosziniisége, hogy az eloszlas eltér a normalistél, kisebb, mint 1,85 %, azaz 98,1 %-o0s
biztonsaggal allithatjuk, hogy a Ig N értékek eloszlasa nem tér el szignifikdnsan a normalistol.

A 95 %-os biztonsagi szinthez tartoz6 kritikus érték: y*=9,49
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3.1.2. Varhato érték becslésére szolgalo jellemzok

Szamtani atlag (X )

Az alapsokasag varhato értékének becslésére szolgal a minta atlagértéke (tapasztalati
kozépérték, algebrai atlag, szdmtani atlag). A tovabbiakban mi a tobbi atlagértéktdl valo
megkiilonboztetés érdekében a szdmtani atlag kifejezést hasznaljuk.

A szamtani dtlag a kovetkez6 modon szamithato:

f:lei:x'+x2+"'+x” (3.1/1)
n'a n

A szamtani atlag a kdvetkezo fontos tulajdonsagokkal rendelkezik

e Minden atlagérték koziil a szamtani atlag a legnagyobb.
e A szamtani atlagtol valo eltérések Osszege 0, az eltérés-négyzetek 0sszege pedig minimalis.

i(x,- -x)=0 (3.1.12)

Zn:(x,- —X)’ =min. (3.1.3)

Ez utobbi megfogalmazas azt jelenti, hogy barmely mas atlag esetében az eltérések négyzetének
0sszege nagyobb, mint a szdmtani atlaggal szamitott érték.

o Tetszdleges eloszldsi, p varhato értékli és o” szorasnégyzetli alapsokasagbol szarmazd n
elemli mintdk szdmtani dtlaga, mint valdszinliségi valtozé p varhatd értékii és o’/n
szorasnégyzetli normdlis eloszldst kévet. Amennyiben a mintaelemszam (n) 6sszemérhetd az
alapsokasag (N) elemszamaval, az atlagértékek szordsanak pontos szdmitasa:

(o2 n
(77:—~1/1—— , 3.1./4.

ahol n/N az un. reprezentacios arany. Ha n/N < 0,05 akkor az atlagértékek szorasanak szamitasa:

(3.1./5.)

Geometriai atlag (x,)
matematikai definicioja: X, = n}Hxl. =4/X, "X,y e X, (3.1./6.)
i=1

Szamitasa a logaritmus azonossagok felhasznalasaval torténik:
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1 ingi _ lgx, +1gx, +...+1gx,
nig n

(3.1./7.)

A (3.1./7.) dsszefliggésbdl egyértelmiien kitlinik, hogy a geometriai atlag a logaritmikus atlag
visszatranszformalt értéke:

_ (gx,)
x,=10"°"¢ (3.1./8.)
Harmonikus atlag (x,)
1 1&1 1 (1 1 1
matematikai definicioja: —=—> —=— [— bt —] (3.1./9.)
X, nox, n\x X i

Tapasztalati median (Me)
A median, vagy centralis érték a nagysag szerint rendezett mintaelemek kozépsd eleme,
ha n paratlan. Ha n paros, akkor a két kozéps6 elem szamtani kdzepe.

Tapasztalati médusz (Mo)
A modusz a mintdban leggyakrabban eléfordulé elem

Az alapsokasag varhato értékének becslésére szolgald jellemzOk koziil a szamtani atlag a
legmegbizhatobb (torzitatlan, hatékony, konzisztens és elégséges). Minden mas atlagérték,
tekintettel arra, hogy kisebb, mint a szamtani atlag, a varhato értékre torzitott becslést ad.

A median csak szimmetrikus eloszlas esetében ad torzitatlan becslést, de ennek
hatékonysaga az atlagértékéhez viszonyitva csupan 63,7%-os.

A 3./1. Tablazatban Osszefoglalt éldsejtszam adatokbdl (N) és a 1gN értékekbdl kiszamitott
atlagokat a 3./6. Tablazatban foglaltuk Ossze. A tablazatban feltiintettik a 1gN adatokbol
szadmitott atlagok visszatranszformalt értékeit (Ntr) is.

3./6. Tablazat. A 3./1. tdblazatban 1év0 adatok atlagértékeinek 6sszehasonlitésa.

N lg N Ntr
Szamtani atlag: 19400 4,241 17420
Median: 17990 4,255 17990
Geometriai atlag 17406 4,235 17180
Harmonikus atlag: 15581 4,231 17020

Az alapadatok (N) geometriai atlagértékének szamértéke (17406) tokéletesen megegyezik a
sejtszam logaritmusok kerekités nélkiili atlagdbol (4,2407) visszatranszformalt értékkel. Az N
értékek medianjara vonatkozoan természetesen mind az alapadatokbol, mind a IgN adatokbol
visszatranszformalva ugyanazt az értéket kapjuk.
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3.1.3. Szoras becslésére szolgalo jellemzok

Tapasztalati szordsnégyzet (s.°)
A tapasztalati szorasnégyzet a mintaelemek szamtani atlaguktol valo eltérés-négyzeteinek
szamtani atlaga. Szamitasanak menete:

2
1 n inz _1.(2')65}
LI T L B N (3.1./10))
n ‘s n

A tapasztalati szordsnégyzet négyzetgyoke a tapasztalati szords (s,) azonban nem ad torzitatlan
becslést az alapsokasag o szorasara vonatkozoan. Kiilondsen igaz ez kis mintaszamok esetén.

Korrigdlt tapasztalati szordsnégyzet (s°)

A korrigalt tapasztalati szérdsnégyzet torzitatlan és konzisztens becslését adja az
alapsokasag o szorasnégyzetének. Kiszamitisakor az eltérésnégyzetek Osszegét (n-1)-gyel
osztjuk:

n 5 1 n 2
1 n in _n.(ZXij
. Z(xi _E)Z — i=1 i=1

I’l—l i=1 I’l—l

2
S =

(3.1/11.)

s* = .52 (3.1./12.)

A (3.1./12.) osszefliggésbdl jol lathato, hogy a korrigalt tapasztalati szoras mindig nagyobb a
tapasztalati szordsndl, a kiilonbség azonban a mintaszam novelésével csokken.

A korrigalt tapasztalati szorasnégyzet a kovetkezd fontos tulajdonsagokkal rendelkezik.

’ OO I A 2 o r 1 r1: J r r r )
e A p varhatd értekli és o szorasnégyzetli normalis eloszldst alapsokasagbol szarmazo n
(n—1)-s°
2

o

elemli mintdbol szamitott valosziniiségi valtozd (n-1) szabadsagi foku xz

eloszlast kovet.

o Az TH n valdsziniiségi valtozo (n-1) szabadsagfokti Student féle t-eloszlast kdvet.
s

A szédmtani atlag jellemz0 tulajdonsagainal ismertetettekhez hasonloan, az atlagértékek szorasa a
korrigalt tapasztalati szorassal a kovetkez6 modon becsiilheto:

S, =—= (3.1./13.)
Jn
A matematikai statisztikai gyakorlatban a korrigalt tapasztalati széras (s) standard eltérésként

(Standard Deviécio, SD), mig az s/ Jn kifejezés standard hiba (Standard error) néven szerepel.
Mivel a statisztikai probakban szinte kizardlag a korrigat tapasztalati szorast alkalmazzak, szoras

38



fogalma alatt altalanossagban ezt értjiikk. A tovabbiakban az egyszertiség kedvéért, hacsak kiilon
nem jelezziikk, a mintdra vonatkozoan a korrigalt tapasztalati szorasra a szérds kifejezést
alkalmazzuk

Relativ szoras
A relativ szoras, vagy variacids egyiitthato (CV) a szoras és az atlagérték hanyadosa
(s/ x ), amelyet altalaban sz4zalékosan adnak meg.

A 3./1. tablazatban szerepld ¢él0sejtszam adatok atlagértékeit, szorasait és relativ szorasait a 3./7.
tablazatban foglaltuk Gssze.

3./7. Tablazat. A 3./1 tablazatban 0sszefoglalt adatok szoras értékei

N Ig N
Atlagérték 19400 4,241
Széras (SD) 9481 0,206
Relativ szoras % 48.8 4,86

A 1gN adatokbol szamitott szords a szadmitasndl felhasznalt logaritmikus azonossagok
kovetkeztében tulajdonképpen az alapadatok relativ szérdsara enged kovetkeztetni. Esetiinkben
ez az érték: 10%2°° = 1,607, ami a logaritmikus 4tlagbol visszatranszformalt értékhez viszonyitva
+ 60,7 %-os eltérést jelent. Ez jelentdsen nagyobb, mint a normal alapadatok relativ szorésa (48,8
%). Az eltérés oka, hogy a logaritmikus atlagbdl visszatranszformalt érték (az alapadatok
geometriai atlaga) mindig kisebb, mint a szamtani atlag.

Mintaterjedelem (R)

A minta legnagyobb és legkisebb elemének kiilonbsége. A mintaterjedelem lehetdséget
ad az alapsokasdg szordsanak kozelitd becslésére. A becslés torzitott és hatékonysiga (E) a
mintaszdm novelésével romlik. A mintaterjedelem alapjan torténd becslés nagy informacio-
veszteséggel jar, de gyors tajékozdodast tesz lehetdvé.

A sz6ras a mintaterjedelembdl egy szorzofaktor segitségével becsiilhetd: s = f'R, ahol f értéke
fiigg a mintaelemek (n) szdmatol. Az osszefliggés jellemzdit a 3./8. tdblazatban foglaltuk Gssze.

3./8. Tablazat. Szoras becslése mintaterjedelem alapjan

n f E
2 0,886 1,00
4 0,486 0,95
6 0,395 0,93
8 0,351 0,89
10 0,325 0,85
20 0,268 0,70
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3.2. AZ ALAPSOKASAG PARAMETEREINEK BECSLESE

Az alapsokasag paraméterecinek becslésére a mintdbol meghatarozott statisztikai
jellemzok szolgalnak, melyeket a fentiekben ismertettiink. Az alabbiakban csak a legfontosabb,
témakoriinket érintd eloszlastipusok paramétereinek becslésére szolgald statisztikai jellemzoket
foglaljuk Gssze.

3.2.1. Normalis eloszlasu alapsokasag paramétereinek becslése

Varhato érték (1) becslése
A szamtani dtlag (X ) torzitatlan, hatékony, konzisztens és elégséges becslése az
alapsokasag varhato értékének.
A median szintén konzisztens és ndvekvd n esetén torzitatlan becslése a varhatd
értéknek, de nagyobb a szordsa, mint a szdmtani kozépértéknek.

Szordsnégyzet (i o°) becslése
A korrigdlt tapasztalati sz6rdsnégyzet (s°) torzitatlan és konzisztens becslést ad.
A tapasztalati szorasnégyzet (s,) és a terjedelem (R) torzitott becslést ad.

3.2.2. Binomialis eloszlas paramétereinek becslése
A valosziniiség (p) becslése
A relativ gyakorisag torzitatlan, konzisztens és elégséges becslést ad: p = k/n.
A szordsnégyzet becslése
A becslés szorasnégyzete:  o” =~ np(1-p)

3.2.3. Poisson eloszlas A paraméterének becslése

A Poisson eloszlas varhato értéke és szorasnégyzete is A, ezért ennek becslésére a minta
szamtani atlaga és korrigalt tapasztalati szorasnégyzete egyarant hasznalhatd. Mindkét becslés
torzitatlan és konzisztens, de a szdmtani k6zép hatékonysaga jobb, mert ennek szorasa kisebb.

3.3. KONFIDENCIA-INTERVALLUM SZAMITASOK

Az alapsokasdg ismeretlen, (de konkrét a értékil) paraméterét a mérési eredmények
valdszinliségi valtozo jellege miatt nem tudjuk pontosan meghatdrozni. A mérési eredmények
statisztikai jellemzd6i (&tlag, szoras) alapjan azonban lehetdségiink van megadni egy olyan
tartomanyt, konfidencia-intervallumot, amelyen belill az alapsokasag ismeretlen a paramétere egy
altalunk meghatarozott valdszinliséggel (megbizhatosaggal) elhelyezkedik. Természetesen minél
nagyobb valoszinliséggel (megbizhatosaggal) kivanjuk megadni ezt a tartomanyt, annal
szélesebbre kell valasztani.

Olyan (a;; a) intervallumot keresiink, amelyen beliil az a paraméter 1-o valdsziniiséggel
megtalalhat6:

P(aj<a<a))=1-qa,

ahol a az altalunk megengedett els6faji hiba nagysaga (a statisztikai gyakorlatban altaldban 5%,
ritkabban 1, ill. 0,1%). Az a; és a, értékek valdszinliségi valtozok, melyeknek konkrét értékét a
mintabol szamitott statisztikai jellemzok segitségével hatarozzuk meg. Az (a;; ay) intervallumot
az a paraméterre vonatkozo6 1-a megbizhatosagi szintli konfidencia-intervallumnak nevezziik.
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3.3.1. Normal eloszlassal kapcsolatos konfidencia-intervallum szamitasok
3.3.1.1. Varhato érték konfidencia-intervaluma ismert szords esetén

Mint azt a 3.1.2. pontban ismertettiik, a minta szdmtani atlaga, mint valdsziniiségi
valtozo, p varhato értékii és o”/n szorasnégyzetii normalis eloszlast kovet. Ennek megfeleléen a
beldle képzett

u=>""HIn (3.3./1)
(o2

valoszinliségi valtozo standardizalt normalis eloszlasu, melynek varhat6 értéke 0, szorasa 1.

Kivalasztva a megfeleld valdszintiségi szintet, a standardizalt normalis eloszlas eloszlasfliggvény
tablazatabol, attol fliggden, hogy egyoldali, vagy kétoldali els6faju hibat engediink meg u,.q,
vagy uj.q» kikeresheto.

Leggyakoribb esetben, 5 %-os elséfaju hibat vélasztva, o = 0.05, ill. o/2 = 0.025. Az eloszlas
kétoldalan megengedve az o/2 els6faju hibat (Id. 3./1. é&bra), a standardizalt normaleloszlés
eloszlasfiiggvényének tablazataban ®@(u) értéke 0,975 (=1-0,025). a hozzatartozo u érték: 1,96.

Az u értékének ismeretében a (3.3./1.) Osszefliggésbdl a A= | ¥ - y7, | eltérés kiszamithato.

A=u-L (3.3.2.)

In

Kétoldali eltérést megengedve, az alapsokasag p varhat6 értéke 1-a valdszinliséggel az x £ A
intervallumban lesz. Részletesen kifejtve, a p varhatod érték konfidencia-intervalluma az alabbi
modon szdmolhato:

X -Ulg2° p<x + ul_a/z'i, (33/3)

Wi Jn

(o)

In

ahol az atlagértékek szorasa.

A (3.3./3.) 0sszefiiggésbol jol lathato, hogy a konfidenciaintervallum nagysaga az alapsokasag
adott szorasatol és a mintaszam nagysagatol fiigg.

A (3.3./2.) dsszefiiggés lehetséget nyujt arra, hogy kiszamithassuk a varhat6 érték A pontossagu
becsléséhez sziikséges mintaclemek szamat:

n= (u .Ej (3.3./4)
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3.3.1.2. Szoras és varhato érték konfidencia-intervaluma ismeretlen szords esetén

Alapsokasag szorasanak konfidencia-intervalluma
A p varhaté értékii és o szorasnégyzetli normalis eloszlasu alapsokasagbol szarmazé n
o (a1t e 2 :
elemi mintabol szdmitott ———— valdsziniiségi valtoz6 (n-1) szabadsagi foku y~ eloszlast

2
o

kévet (3.1.3. pont), ami lehetdséget teremt o konfidencia-intervallumanak a mintdbol szamitott
szorasnégyzet (s%) alapjan valé meghatdrozésara.

n—1 n
st <o’ <

5 S (3.3./5)
Xicar2 Xai2

Ha a mintaszdm (n) nagyobb, mint 100, akkor a minta szordsdnak szorasa: ss = s/+/2n és a szoras
eloszlasa normalishoz kozelit. Ebben az esetben az alapsokasidg szoérdsanak konfidencia-
intervalluma a standardizalt normalis eloszlas felhasznalasaval a (3.3./3.) Osszefliggés

crer

<O <8+ Upyy —— (3.3./6.)

N
S-Ug2 —F/—
1-0/2 ,—2n ,—2n

Alapsokasag varhato értékének konfidencia-intervalluma

Kihasznalva, hogy az A In valdszintiségi valtozo (n-1) szabadsagfoku Student féle

t-eloszlast kovet, a 3.3.1.1. pontban ismertetett eljarassal analog modon végezziik a szamitasokat.
Az eltérés csupan annyi, hogy a (3.3./3.) 0sszefliggésben u helyett a Student féle t-eloszlés t
értékét, valamint ¢ helyett a mintabol szamitott s értéket hasznéljuk a konfidencia-intervallum
kiszamitasara:

Tt (3.3./7.)

S
= <u<
NP Jn

x

Hasonl6 mddon a vérhat6 érték A pontossagu kiszamitasahoz sziikséges mintaszam:

(s
n= (r Aj (3.3./8.)

Példak konfidencia-intervallum szamitdsra

A konfidencia-intervallumok szamitasat a 3.1. tablazatban feltiintetett él6sejtszam adatok
kiértékelésén keresztiil mutatjuk be. A mintabol szamitott jellemzdoket a 3.9. tablazatban
foglaltuk Ossze.

3./9. Tablazat. A 3./1 tablazatban 6sszefoglalt adatok statisztikai jellemz6i

N Ig N

Atlagérték 19400 4,241

Szoras (SD) 9481 0,206
Minta-elemszam 100 100
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Példa a szoras konfidencia-intervallumanak szamitdsdra

A 3./1. tablazatban Osszefoglalt adatok n=100 mintaszama lehetové teszi, hogy a normalis
eloszlasti alapsokasag szérdsanak konfidencia-intervallumat mindkét modon (standardizalt
normal eloszlas és y” eloszlas felhasznalasaval) egyarant kiszamitsuk. Mivel a sejtszam (N)
értékek eloszlasa bizonyitottan nem normalis (1d. 3.1.1. pont), a szoras konfidencia-intervallumat
csak a normalis eloszlast 1g N értékekre vonatkozoan hatdrozzuk meg.

Szabadsagi fok = n-1 = 99. Valasztott megbizhatdsagi szint 95 %.
Keétoldali * értékek:  yo,5 =129  y35=74.  u=196

lg N adatokbol szamitott értékek

1 eloszlas alapjan szamitva: > 0,206 < 6% < 2. 0,206>
129 74
A oy érték 95 %-os kofidencia-intervalluma: 0,1806 < ojen < 10,2383
2
Standardizalt normal eloszlas alapjan: 0,206 — 1,96- 0,206 < oign < 0,206 + 1,96 0,206

200

A o érték 95 %-os konfidencia-intervalluma: 0,1774 < oy < 0,2346

7200

Osszehasonlitva a korrekt kiértékeléssel (x” eloszlas) kapott konfidencia-hatdrokat a kozelitd
eredményt biztositd (standardizalt normal eloszlds) szamitdssal kapott értékekkel,
megallapithat6, hogy a kozelitd, de jelentdsen egyszeriibb szamitassal kapott konfidencia-hatarok
mintegy 1,5 %-kal kisebbek. Az eltérés a y° eloszlasnak az adott szabadsagi foknal még
tapasztalhat6 aszimmetriajabol fakad.

Példa a varhato érték konfidencia-intervallumdnak szamitdasdara

A vérhato érték konfidencia-intervallumat ismert szoras esetén a (3.3./3.) dsszefiiggéssel,
ismeretlen szérds esetén pedig a (3.3./7.) Osszefiiggéssel szamitjuk ki. Példankban ez utdbbi
esettel foglalkozunk a 3.9. tablazat adatainak felhasznalasaval.

A Student féle t-eloszlas hataresetben a standardizalt normaleloszlasba megy at. Végtelen
szabadsagi foknal (de gyakorlatilag mar 120 felett) a t értékek helyett az azonos valoszintiségi
szinthez tartozd u értékek hasznalhatok. Példank esetében a 99-es szabadsagi foknal a 95 %-os
biztonsagi szinthez (mindkét oldalon 2,5 % els6faju hibaval) tartozo t érték 1,99, j6 kozelitését
adja az 1,96-o0s u értéknek.

A centralis hatareloszlas tétele kovetkeztében a mintaatlagok akkor is normalis eloszlast
kovetnek, ha az alapsokasdg nem normalis eloszlasu, ezért a varhaté érték konfidencia-
intervalluma mind a sejtszdmokra (N), mind pedig azok logaritmusara (Ig N) kiszamithato.

Behelyettesitve a megfeleld adatokat a (3.3.7.) Osszefliggésbe, a varhatd érték
konfidencia-intervalluma az alabbiak szerint szamithato.
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Alapadatokbodl szamitott értékek

Az alapadatok bizonyitottan nem normadlis, aszimmetrikus eloszlast adnak, az atlagértékek
eloszlasara azonban a centralis hatareloszlas tétele értelmében mar alkalmazhatdé a (3.3.7)
Osszefiiggés.

P8l < 19400 + 1,99- 2251

v/100 100

A érték 95 %-os konfidencia-intervalluma: 17513 < pun <21287

19400 — 1,99

lg N adatokbol szamitott értékek

0,206 0,206

A/100 A/100

A gy érték 95 %-os konfidencia-intervalluma: 4,200 < pugn < 4,282

4,241 - 1,99- < gy < 4,241 + 1,99

Visszatranszformalas: Ntr = 102N

A visszatranszformalt pg értékek 95%-os konfidencia-intervalluma:
15840 < pner < 19140
A IgN atlag konfidencia-intervallumabol visszatranszformalt Ntr értékek kisebbek az eredeti N
atlagbodl szamitott értékeknél, aminek az oka, hogy a szdmtani atlag nagyobb, mint a IgN adatok

visszatranszformalasaval nyert geometriai atlag. A varhato értékek konfidencia-intervallum
szamitasainak eredményeit a 3./10. tdblazat tartalmazza.

3./10. Tablazat. Az atlagértékek konfidencia-intervallumai

Atlag Szoras CV% 95%-o0s konf. interv.
N (sejt/ml) 19400 9480 48,9 17500 - 21300
1gN 4,241 0,206 4,200 — 4,282
Nitr (sejt/ml) 17400 1,607* 60,7 15800 - 19100

* Az atlagérték szorzo-faktoraként értelmezendo.

A 3./10. Tablazat adatainak értékelésekor le kell szogezniink, hogy a valodi sejtszdmokat az N
adatok sora tartalmazza. Tekintettel arra, hogy a valdédi N sejtszamok nagyobbak a matematikai
kiértékelés érdekében alkalmazott IgN értékekbdl visszatranszformalt Ntr sejtszdmoknal, ezt az
eltérést a mintavételi tervek kialakitdsanal és a mindsitéseknél figyelembe kell venni.
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Példa a varhato érték adott pontossagu becsléséhez sziikséges mintaszam szamitdsdara

A varhato érték A intervallumt pontossaggal vald kiszamitdsdhoz sziikséges mintaszdm a
2
(3.3./8.) 0Osszefiiggés szerint: n = (z‘Xj , ahol t értékének szabadsagi foka mindenkor

megegyezik a szoOrds szamitasdhoz felhasznalt szabadsagi fokkal. A A értékének dimenzidja
azonos a varhatoé érték dimenzidjaval, amit a megkivant pontossdg eldirasakor feltétleniil
figyelembe kell venni.

Ha relativ eltérést (pl. a varhat6 érték 20 %-at irjuk elé konfidencia-intervallumként, ami
megfelel + 10 % eltérésnek), akkor a mikrobaszam alapadatok esetében ehhez sziikségiink van a
varhat6 érték becslésére is. Logaritmalt adatok relativ eltérése a varhato érték ismerete nélkiil is
meghatarozhatd a logaritmikus azonossagok felhasznéldsa révén. (Pl. 10 %-os relativ eltérés
megfelel 0,0414 logaritmus egységnek, mert 1g 1,10 = 0,0414.)

Szamitsuk ki a tovabbiakban, hogy a 3./9. tablazatban Osszefoglalt jellemzdk alapjan
hany minta sziikséges a varhat6 érték + 10 %-os konfidencia-intervalluméanak meghatarozasahoz.

Normal adatok (N) felhasznalasaval szamolva

Az atlagérték 10 %-a Ax = 1940, behelyettesitve az adatokat:
9481’
n= (1,99 . %j =94,6, azaz a sziikséges minta elemszam: n=>95.

Logaritmalt (Ig N) adatok felhasznéaldsaval szamolva

Az atlagértek 10 %-a megfelel 1,10-zel valdé szorzasnak/osztasnak, ami = 0,0414
logaritmus egységet jelent. Ennek megfeleléen Ay = 0,0414. Behelyettesitve az adatokat:

0,206
0,0414

2
n= (1,99 . j = 98,0, azaz a sziikséges minta elemszam: n > 98.

A két mintaszam kozel megegyezik egymassal.

45



3.3.2. Binomialis eloszlassal kapcsolatos konfidencia-intervallum szamitasok

Valamely esemény n szdmt megfigyelésbol k alkalommal val6 bekovetkezése esetén (pl.
n db konzervbdl k db. fert6zott) az eléfordulds valoszinliségének becslésére a p = k/n hanyados
szolgal. Tekintettel arra, hogy a k valdszintségi valtozd diszkrét érték, a felhasznaldsaval
szamitott €s a p valoszinliség becslésére szolgald k/n hadnyados sem lehet folytonos valtozo, a
konfidencia-intervallumot gy hatarozzuk meg, hogy az legalabb 1-a szintii legyen, azaz

Ppi<p<p)z21-a

A p; és py konfidencia-hatdrokat megado Osszefliggések:

Zn:(fjpf(l—pl)”‘r =% (3.3./9.)

r=k

g(,’f)pé(l—pz)“ =% (3.3./10.)

A két Osszefliggés egy-egy egyenletet szolgéltat p; és p, értékének meghatirozasara, amely
megoldasokat tabldzatos forméaban szokas megadni. Mivel a binomialis eloszlas minden p €és n
értékre mas, a binomidlis eloszlasokat Gsszefoglald tdblazatok igen terjedelmesek. Gyakorlati
szempontbol azonban elég csupan a k = 0 — 20 és n-k = 0 — 20 értékekig megadni a p; és pa
konfidencia-hatarokat, mert kozepes p értékeknél, nagy megfigyelésszam esetén, a binomidlis
eloszlas jol kozelithet6 a p = np varhato ertékii és D = \/n-p-(1—p) szordasu normdlis
eloszlassal (1d. 2.1.2. fejezet).

k—np

Vrp(1—p)

szorassal, ennek megfelelden p; és p, kiszamitasara a standardizalt normal eloszlas hasznalhato.

A valdszinliségi valtoz6 kozel normalis eloszlast, p = 0 varhato értékkel és o = 1

P[—ul_a/z sk‘—”pml_m] ~l-a (3.3.11)

\np(l—p)

U — t u-val jelolve és osztva a szamlalot és nevezdt n-nel:

k
—-p
Pl-u<—" — _<ul=l-«a (3.3./12.)
p(l-p)
n
p=kyy. [PU=P) (3.3./13.)
n n
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Ahhoz, hogy a binomialis eloszlasban a p értéke k/n-nel helyettesithetd legyen, teljesiilnie kell az
alabbi feltételnek:
n-p:(1-p)>30 (3.3./14)

A (3.3./14) osszefliggés egyuttal lehetOséget teremt a normalis eloszlassal valo kozelitéshez
sziikséges minimalis mintaszamok meghatarozasahoz.

Példa binomiadlis eloszlas konfidencia-intervallumdra kozepes p értéknél.

Konzervek termosztat-probajat végezve, n=20 mintabdl k=5 esetben tapasztaltak romlast.
Az ennek megfelelé romlasi arany: p=k/n=0,25. Hatdrozzuk meg a varhaté romlasi arany
alapsokasdgon beliili 95 %-o0s konfidencia-intervallumat.

A binomidlis eloszlas tablazatabol k=5 ¢és n-k=15 adatparokhoz tartozéan a p
valoszinliség 95%-os konfidencia-hatarai:  p; = 0,087 és p, = 0,491, azaz a valddi romlasi
arany: 8,7% <p <49,1% intervallumban talalhatd, ami meglehetdsen széles sav.

A normalis eloszlassal valo kozelités érdekében becslést végziink a mintaszam-noveléshez,
alapul véve a 20 mintdbol meghatarozott p = 0,25 értéket. A minimalis mintaszdm a (3.3./14)
Osszefiiggéssel szamolva:

n->30/(0,25-0,75) = 160
Ismételt mintavételt végezve, n=200 db konzervbdl a termosztat-proba soran k=40
bizonyult hibasnak. Az ennek megfeleld romlasi arany k/n=0,20. A p = 0,20 értékhez tartozo
minimalis mintaszam:

n->30/(0,20-0,80) = 188

Az alkalmazott mintaszdm (200) megfelel a feltételnek, a kozelitésre normal eloszlas
hasznalhato, amit a 3./7. abra szemléltet.

Binomialis - Normal n=200 p=0,20

0,06 /.\
g 0,04 / \
0,02
e N

0,00 +—o—*- ‘ ‘ ‘ ‘ >
20 30 40 50 60

‘ ¢ binom —— Normal ‘ k

3./7. abra Binomialis eloszlas kozelitése Normal eloszlassal
(Excel programmal szamolva)
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Kérdés, hogy az ismételt mintavétel alapjdn mekkora a tételen beliili romlési arany 95%-o0s
konfidencia-intervalluma.

A konfidencia-intervallumot a (3.3./13.) Osszefiiggéssel hatdrozzuk meg. A 95%-o0s,
kétoldali valdszintiségi szintnek megfelelden u értékét 1,96-nak valasztva:

0,20 (1-0,20)
200

p =0,200+1,96 \/ (3.3./15.)

p1=0,1717
p> = 0,2283

A tételen beliili romlési arany 95%-o0s konfidencia-intervalluma: 17% <p <23%.

Példa binomialis eloszlas konfidencia-intervallumadra kicsiny p értéknél.

Konzervek termosztat-probajat végezve, n=200 mintabol k=20 esetben tapasztaltak
romlast. Az ennek megfelelé romlasi arany: p=k/n=0,10. Hatarozzuk meg a vérhaté romlasi
arany alapsokasagon beliili 95 %-o0s konfidencia-intervallumat.

Mivel a (3.3./14) feltétel nem teljesiil, nem hasznalhatjuk a normalizalasra alkalmas (3.3./13)
Osszefliggést a konfidencia-intervallum szamitasara. Helyette a kis p értékek esetén alkalmazhato
Poisson eloszlassal szdmolunk.

Ha p elég kicsi (p < 0,10) és n megfelelden nagy (np > 15) a binomidlis eloszlas jol kozelithetd
egy vele egyenld varhat6 értékli (A = np) Poisson eloszlassal €s hasznalhatoak a Poisson eloszlas
tablazatai. Tovabbi eldny, hogy A > 15 esetében a Poisson eloszlas helyettesithetd egy A varhato
értéki és D* = A szoérasnégyzetli normalis eloszlassal, amint azt a 3./8. dbra szemlélteti.

Binom - Poisson - Normal n=200 p=0,10
0,10
0,08 /
—~ 0,06
=
% 0,04
0,02
0,00 ] ‘ ‘
0 10 20 30 40
¢ Binom m Poisson ——Normal k
3./8. abra Binomialis eloszlas kozelitése Poisson és Normal eloszlassal

(Excel programmal szamolva)
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A termosztat-probaval meghatarozott romlasok szama, k = 20.

Poisson-eloszlas tdblazatabol kikeresve a 95%-os valdszinliséggel szamolt als6é és felsd k
értekek: k; = 12,2 és k, = 30,8. A megfelel6 romlasi aranyok:

k; =122 p1 =12,2/200 = 0,061 = 6,1%
k. =30,8 p2=30,8/200 = 0,154 = 15,4%

Poisson-eloszlast Normalis eloszlassal kozelitve:

Ak =u-n-p =1,96-420=8,76
ki =20-8,8=11,2 p1 = 11,2/200 = 0,056 = 5,6%
k> =20+8,8 = 28,8 p>=28,8/200 = 0,144 = 14,4%

A két modon meghatarozott k értékek kozotti eltérés oka a diszkrét Poisson eloszlas és a
folytonos normal eloszlasbol szamitott értékek kiilonbségének tudhatd be. Az eltérések a
konfidencia-intervallum szélességéhez viszonyitva elhanyagolhatdak.

3.3.3. Poisson eloszlassal kapcsolatos konfidencia-intervallum szamitasok

Poisson eloszlasu valoszinliségi valtozok konfidencia-intervalluménak meghatarozasa,
hasonloan a binomiélis eloszladshoz kétféle mddon lehetséges, a A varhat6 értékének nagysagatol
fiiggden.

Kis mintaszamok esetén a konfidencia-hatarok a Poisson eloszlas valdsziniliségi
fiiggvénye segitségével szamithatok az alabbi egyenletek megoldéasaként.

“Ayh_a 3.3./16
e er ; (3.3./16.)

r=k

k r
Thyh _a (3.3./17.)
=2

r

Az egyenletek megoldasai a Poisson eloszlas tablazataiban taldlhatok Az nA=k-ra adott
konfidencia-intervallum ebben az esetben: A < A < A,.

Nagyobb A értékekre vonatkozodan, A=Ykim > 15 értékekt6l a Poisson eloszlas mar jol
kozelitheté egy p=\ varhat6 értékii és D=\ szérasnégyzetli normalis eloszlassal.
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Példa Poisson eloszlas konfidencia-intervallumdra.

Biirker kamras sejtszamlélast végezve n=5 kamraban megszamolt ¢élesztd sejtek szama
Osszesen k=25. A kamranként leszamolt sejtek szdma Poisson eloszlast kovet, melynek varhatd
értéke A sejt/kamra. A varhat6 értéket az észlelések 0sszes szamabol becsiiljiik (A=k/n).

A Poisson eloszlas tablazatabol meghatarozva, 95 %-os biztonsdggal a k=25 sejtszam
szuszpenzion beliili konfidencia hatarai: k; = 16,2 sejt és k, = 36,8 sejt. Ezen adatokbol

crer

A =ki/m=16,2/5= 3,24 sejt/kamra
Ay =ko/n=36,8/5 =7,36 sejt’/kamra

A szuszpenzid kamrankénti sejtszama a fentiek szerint a 3,24 < N < 7,36 tartomanyba esik 95%-
os biztonsaggal. A sejtszuszpenzid milliliterenkénti sejtszamat ebbdl az adatbol a higitas és a
kamratérfogat ismeretében lehet kiszamitani.
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4. HIPOTEZISVIZSGALATOK. STATISZTIKAI PROBAK

A mérési eredmények matematikai statisztikai kiértékelésekor a legtobb esetben méar van
valamilyen eldzetes feltevésilink (nullhipotézis, Hy), amelynek helyességét, vagy helytelenségét
statisztkai probak elvégzésével ellendrizziik, s dontéseinket ennek alapjan hozzuk meg.
Dontéseink a megtigyelt jelenségek statisztikai jellege miatt bizonytalansagot (els6- €s masodfaja
hibat) hordoznak magukban, melynek jellegét és mértékét a statisztikai becslésekkel foglalkozo
3. fejezetben részletesen targyaltuk.

Az elvégzett statisztikai probdk alapjan nullhipotézisiinket vagy elfogadjuk, vagy
elutasitjuk. Ez azonban nem jelenti azt, hogy nullhipotézisiink biztosan igaz vagy hamis. Csupan
azt allithatjuk, hogy az adott valosziniiségi szinten a statisztikai proba eredménye nem mond
ellent (vagy ellentmond) feltevésiinknek. Bonyolitja a helyzetet, hogy a hipotézisvizsgalat
eredménye fligg az alkalmazott statisztikai probatol is. (Ezt szemléletesen bizonyitani fogjuk a
modszer-6sszehasonlitd vizsgalatok kétféle kiértékelésén keresztiil.) A statisztikai proba helyes
megvalasztdsa nem csupan matematikai, hanem igen jelentds mértékben szakmai kérdeés is.

A hipotézis vizsgalat altalanos lépései a kovetkezok.

e A mintaelemek (mérések) eredményeibdl kiszdmitunk egy olyan jellemzo6t (probastatisztika),
amelynek eloszlasa ismert. Ez altalaban a statisztikai tablazatokban is megtalalhat6 u, t, F, XZ
stb. érték

e Meghatarozzuk a dontésiinknél megengedhetd els6éfaju hiba mértékét. Ez altalaban 5, vagy
1% szokott lenni. Az els6faju hiba mértékének megvalasztasa mindig szakmai
megfontolasokon alapszik. Altalanos iranyelvként elfogadhaté, hogy biztonsagunk novelése
érdekében mindig magunk ellen dontsiink. Példaul ha a nullhipotézis (nincs szignifikans
kiilonbség) teljestilése a kedvezd, akkor az els6faji hibat valasszuk nagyra, ellenkezd esetben
kicsire.

e A valasztott elséfaju hibdhoz tablazatbol kikereshetd a probastatisztika (u, t, F, %> stb.)
elméleti értéke.

e A szamitott €s a tdblazatos (elméleti) értekek Osszehasonlitisa alapjan dontiink a
nullhipotézisr6l. Amennyiben a szamitott értek kisebb az elméleti értéknél, a nullhipotézist
elfogadjuk, s azt mondjuk, hogy a minta és a feltételezett alapsokasag eltérése nem
szignifikans. Ha a szamitott probastatisztika nagyobb a tablazatos értéknél, a nullhipotézist
elutasitjuk, és azt mondjuk, hogy a minta eltérése a feltételezett alapsokasagtol a valasztott
valoszinliségi szinten szignifikans.

e A szamitogépes matematikai-statisztikai kiértékeléseknél a programok 4altaldban nem egy
adott szignifikancia-szinthez (pl. a=0,05) adjdk meg a dontést, hanem a mintabol szamitott
probastatisztikdhoz hatarozzak meg a kritikus szignifikancia-szintet. Példaul egy statisztikai
kiértékelésnél megadott sign. level = 0,0065 azt jelenti, hogy a kiilonbség minden a > 0,0065
esetben, vagyis 0,65% felett szignifikansnak tekintendo.

Kisérlettervezési szempontok. A kisérletek megtervezésekor a felesleges munka elkeriilése
¢és a hatékony kiértékelés érdekében célszerii az alabbi sorrendet betartani.

o A vizsgalt jelenségre vonatkozo6 nullhipotézis felallitasa.

A nullhipotézis helyességét eldonto statisztikai probak kivalasztasa.

A statisztikai proba hatékonysagat biztositd optimalis kisérleti elrendezés kialakitasa.
Kisérletek elvégzése.

Kisérleti eredmények kiértékelése.
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4.1. EGYMINTAS STATISZTIKAI PROBAK

Azokban az esetekben, amikor egy minta elemeibdl kiszamitunk valamely paramétert és
ezt hasonlitjuk Ossze egy elméletileg varhato, vagy eldirt értékkel, egymintéds statisztikai
probakrol beszéliink. Leggyakoribb kérdésfeltevés, hogy a mintazott sokasag varhato értéke,
vagy szorasa megfelel-e az eldirasnak.

Az egymintas statisztikai probak szoros dsszefiiggésben allnak a konfidencia-intervallum
szamitasokkal. Kiilonosen szembetiind ez, amikor nullhipotézisiink szerint a mintabol szamitott
jellemzd €s az elméleti érték kozott nincs szignifikans kiilonbség. Nyilvanvalo, hogy a kérdés a
vizsgalt jellemz6 mintdbdl szamitott értékének konfidencia-intervalluma alapjan eldontheté. Ha
az elméleti érték a szamitott konfidencia-intervallumon beliil van, nullhipotézisiink teljesiil,
ellenkezd esetben nem.

4.1.1. Szoras osszehasonlitasa elméleti értékkel

A korrigalt tapasztalati szoras elméleti értékhez vald viszonyitasa y* eloszlas alapjan
torténik.

Nullhipotézis: A minta az elméleti szorast sokasagbol szarmazik.
Alternativ hipotézis: A minta az elméletinél nagyobb sz6rdsu sokasdgbol szarmazik.
Probastatisztika: y* =S*(n-1)/c”
Osszehasonlito érték: az n-1 szabadsagi fokua y* érték
4.1. Példa
Pasztortej mezofil aerob ¢éldsejtszamanak szorasa (Ig N értékekbdl) 100 mintaclembdl

szamitva: S = 0,206. Elézetes felmérések alapjan a gyartosorra jellemzd széras o = 0,190.
Kérdés: megvaltozott-e a szoras?

Nullhipotézis: A minta az elméleti szorasu sokasagbol szarmazik.

Alternativ hipotézis: A minta az elméletinél nagyobb sz6rdsu sokasadgbol szarmazik.
Prébastatisztika: x* =0,206%99/0,19> =116

Osszehasonlité érték: a = 5%, egyoldalu, Szf= 99, x2 =123

Dontés: A szamitott Xz érték kisebb, mint a tablazatos érték, ezért nullhipotézisiinket

elfogadjuk. A szoras ndvekedése nem szignifikans.

Fenti példank adatbazisa azonos a szords konfidencia-intervalluménak szdmitasara bemutatott
példaéval (3.3.1.2. fejezet), ezért az eredmény ellendrizhetd. A 0,206 1g egységnyi szoras 95%-os
konfidencia-hatarai: 0,1774 — 0,2346. Tekintettel arra, hogy az eldirt elméleti érték (0,190) ezen
hatarokon beliil van, nyilvanvald, hogy a szoras novekedése nem szignifikans.
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4.1.2. Poisson eloszlasu sokasag varhato értékének statisztikai probai

Poisson eloszlasu sokasdgokra vonatkozo statisztikai probakndl kis A értékeknél a
Poisson eloszléas tablazati értékeit hasznaljuk, mig A > 15 vérhat6 érték esetében, kihasznalva,
hogy ekkor az eloszlas jol kozelithetd egy normalis eloszléassal, a standardizalt normalis eloszlés
tablazataival dolgozhatunk.

4.2. Példa kis varhato értekii Poisson-eloszlasra

Csokoladé gyartosor feliileti szennyezettségére vonatkozo el8irds szerint a 100 cm’-en
kimutathato penész- és élesztdgomba szdm nem haladhatja meg a 20-at. A feliilet ellenérzése
érintéses modszerrel, 10 cm®-es agar-lemezekkel tortént 3 parhuzamosban. A lemezeken kindvé
telepek szama 3, 7, 5. Kérdés, hogy a feliilet tisztasdga megfelel-e az eldirasoknak, azaz az
atlagos telepszam és az eldiras kozotti kiilonbség szignifikans-e.

Megengedett érték:  maximum 2 telep/10 cm”.
A 3 lemez atlagértéke: 15/3 =5 telep/10 cm™.

Poisson eloszldsu gyakorisagok tablazatabol 5%-os els6faju hibat valasztva, a k = Xk; = 15
értékhez tartozd konfidencia-hatarok 8,4 és 24,8. Ebbdl szdmitva az atlagértékek konfidencia-
hatarai: M =8,4/3=228, A =24,8/3=83

Tekintettel arra, hogy a mintabol szamitott feliileti szennyezettség als6 konfidencia-hatara
magasabb, mint az eldirt érték, a szennyezettség szignifikdnsan nagyobb a megengedettnél.

4.3. Példa nagy varhato értékii Poisson-eloszlasra
Az eldz6 példaban szerepld iizem feliileti higiéniai eldirdsa mezofil aerob mikrobaszamra
vonatkozoan 100 cm’-en maximum 200 mikrobat engedélyez. A feliilet ellenérzése érintéses
modszerrel, 10 cm*-es agar-lemezekkel tortént 3 parhuzamosban. A lemezeken kinové telepek
szama: 25, 50, 38.
Megengedett érték:  maximum 20 telep/10 cm’.
A 3 lemez atlagértéke: 113/3 = 37,7 telep/10 cm™.

Poisson-eloszlas A.>15 varhato értékeknél jol kozelithetd egy olyan normalis eloszléssal,
melynek vérhaté értéke = A, és szérasnégyzete 6> = A. Ezt kihasznalva a standardizalt normalis
eloszlas tablazata hasznalhato, a 3.3.1.1. fejezetben leirtak szerint.

6 =4/37,7 =6,14

37.7-20 3

Probastatisztika: u= XM \/; =
o 6,14

=4,99

Osszehasonlité érték: a standardizalt normél eloszlas tablazatabol, oo = 5% egyoldali alternativ
hipotézisnél: u = 1.65.

Donteés: A szamitott érték nagyobb, mint a tablazatos érték, ezért nullhipotézisiinket
elutasitjuk. A feliileti mikrobaszdm szignifikdnsan nagyobb a megengedett
értéknél.
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4.1.3. Normal eloszlasu sokasag varhato értékének statisztikai probai

Normal eloszlast sokasag varhato értékével kapcsolatos hipotézisvizsgalatoknal attol
fliggden, hogy a sokasdg szorasa ismert, vagy azt is a mintabol kell kiszamitanunk, kiilonb6z6
modon jarunk el.

Azokban az esetekben amikor az alapsokasag szorasat eldzetesen nagy szabadsagi fokok
mellett meghataroztuk ¢és annak valtozatlansagarél meg vagyunk gy6zddve, a mintaelemek
szorasat nem vessziikk figyelembe (hacsak nem a szoras ellendrzése a célunk). Ilyenkor a
mintaelemekbdl csupan az atlagérteket szamitjuk ki, és erre vonatkozoan végziink statisztikai
prébat a standardizalt normalis eloszlas tablazatanak felhasznalaséaval.

Amikor az alapsokasag szoOrdsa ismeretlen, annak értékét is a mintaelemekbdl szamitva
becsiiljilk. Ebben az esetben a varhaté értékre vonatkozo hipotézisvizsgalatainkhoz végzett
statisztikai probat a Student féle t tdblazat alapjan végezziik el.

4.1.3.1. Ismert szorasu normadl eloszlasu sokasag statisztikai probdja. (Egymintds u-proba)

4.4. Példa

Fermentalt tejtermék éldsejtszamara vonatkozo belsd iizemi eldiras szerint annak el kell
érnie a 10° sejt/ml értéket. A gyartasi tételeken beliili szoras el6zetes felmérések alapjan ismert,
nagysaga 0,6 1g egység.

Egy gyartasi tétel ellendrzése sordan 5 elemili mintat vesznek, melyeknek milliliterenkénti
él6sejtszamai a kovetkezOk: 1,26:107, 2,51-107, 9,5:107, 9,6:10°, 1,41-10°. Kérdés, hogy a
mintazott tétel megfelel-e az eléirt, u = 10® sejt/ml varhaté értéknek.

A mikrobaszamok normalis eloszlasat logaritmikus transzformacioval biztositjuk, ennek
megfelelden a 1g N értékek a kovetkezok: 7,10, 7,40, 7,98, 6,98, 8,15. Atlagérték: 7,52.

Nullhipotézis: A mintdzott sokasdg varhatd értéke nem kiilonbozik szignifikansan az
eloirt értéktdl.

Alternativ hipotézis: A tétel varhato értéke szignifikansan kisebb az el6irtnal.

8,00—-7,52
b b . 5
0,60 vs

Probastatisztika: u= £ —x_\/; = =1,79
o

Osszehasonlité érték: a standardizalt normél eloszlas tablazatabol, oo = 5% egyoldali alternativ
hipotézisnél: u = 1,65.

Dontés: A szamitott érték nagyobb, mint a tablazatos érték, ezért nullhipotézisiinket
elutasitjuk. A varhat6 érték szignifikansan kisebb az eldirtnal.

4.1.3.2. Ismeretlen szordsu normal eloszlasu sokasag statisztikai probdja. (Egymintds t-proba)

4.5. Példa

Az el6zd pontban ismertetett kérdésfeltevést vizsgaljuk, de a tételen beliili szorast a
mintaelemekbdl szamitjuk ki.

Alg N értékek szorasa: S = 0,522
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Nullhipoteézis: A mintdzott sokasdg varhatdé értéke nem kiilonbozik szignifikansan az
eloirt értéktol.

Alternativ hipotézis: A tétel varhato értéke szignifikansan kisebb az el6irtnal.

, . H—X 8,00—7,52
Probastatisztika: t= \/; = —\/_ =2,06
S 0,522

Osszehasonlité érték: a Student féle t tablazatabol, az 5-1=4 szabadsagi fokhoz és o = 5%-hoz
tartozo érték: t=2,13

Dontes: A szamitott érték kisebb, mint a tdblazatos érték, ezért nullhipotézisiinket
elfogadjuk. A vérhato érték eldirttol valo eltérése nem szignifikans.

Kisérlettervezési szempontok

Osszehasonlitva a kétféle dontési eljarast, (4.4. és 4.5. példa) megallapithato, hogy azonos
szorasoknal, (ami itt nagyjabol teljesiil, mert a mintdbol szamitott szoras 0,522 kdzel azonos az
allandonak tekintett 0,60 értékkel), a szordst a mintabol szamitva, kevésbé hatékony a statisztikai
proba. Ennek oka, hogy ismert szoras esetén az u tablazatot hasznaljuk, mig mintabol szamitott
szOras esetén a t-tdblazatot. A t értékek mindig nagyobbak, mint az u értékek (csak 100 folotti
szabadsagi fokoknal egyeznek meg kozelitdleg). A nagyobb t-értékek kovetkeztében az u-
probahoz képest csak nagyobb kiilonbségek bizonyulnak szignifikansnak.

A tablazatos t értékek csokkenése a szabadsagi fokok novelésével Szf=10 felett nagyon
lelassul, ezért a parhuzamosok szamanak novelése joszerivel hatastalan a proba élességére.

4.2. KETMINTAS STATISZTIKAI PROBAK

Kétmintas statisztikai probakndl mindig két sokasdg statisztikai jellemzdit (szoras,
varhato érték) hasonlitjuk Ossze. Nullhipotézisiink altaldban az, hogy az Osszehasonlitandd
jellemzdk nem kiilonboznek egymastol szignifikansan.

4.2.1. Két szamitott szoras osszehasonlitasa (F-proba)

Két, mintdbdl szédmitott szoérdsérték Osszehasonlitisa F-probaval torténik. Két
szorasnégyzet hanyadosa F eloszlast kdvet, amelyhez a kritikus érték az F tablazatbol a szamléalo
és nevez® szabadsagi fokainak, valamint a vélasztott valoszinliségi szintnek megfelelden
kikereshetd. A hanyados képzésénél ugy jarunk el, hogy mindig a nagyobb érték keriiljon a
szamlaloba. A szabadsagi fokok szamitasa:

SzF =n — 1, ahol n a mintaelemek szama

4.6. Példa

Lemezontéses ¢és  feliileti  szélesztéses  €l0sejtszdm-meghatarozasi modszereket
Osszehasonlitva az aldbbi eredményeket kaptak.

Lemezontés: 9 parhuzamosbdl szamitva, S =0,102 Ig egység

Szélesztés: 15 parhuzamosbdl szdmitva S =0,160 lg egység
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Nullhipoteézis: a két szoras kozott nincs szignifikans kiillonbség

Alternativ hipotézis: akét szoras kozott szignifikans eltérés van

Probastatisztika:  F=S,*/S,” = 0,160%/0,102* = 2,46

Osszehasonlité érték: az F tablazatbol, SzFgamis = 8, SzFnevers = 14, P =95 %, F =2,7

Dontes: A szamitott érték kisebb, mint a tablazatos érték, ezért a nullhipotézist
elfogadjuk. A két mddszer szorasa kozott nincs szignifikans kiilonbség.

Kisérlettervezési szempontok

Az F téblazatban Osszefoglalt értékeket vizsgalva, szembetiind, hogy az értékek
csokkenése sokkal érzékenyebb a nevezd szabadsagi fokanak novelésére. A nevezd 6 folotti
szabadsagi fokainal ez a csokkenés azonban lelassul. A szamlalo szabadsagi fokdnak novelése 3
szabadsagi fok felett csak igen kis mértékben csokkenti az F értéket. Az F eloszlas ezen
tulajdonsaganak igen nagy szerepe van a célszerl kisérlettervezésben.

Két szorasérték Osszehasonlitdsakor a proba hatékonysaga anndl jobb, minél kisebb az
Osszehasonlito tablazatos érték. Ennek megfelelden a parhuzamosok szdmat ugy célszerti
megvalasztani, hogy a szamlal6 és a nevezd szabadsagi fokainak alapjan a legkisebb tablazatos F
értéket kapjuk. A szabadsagi fokok helyes megvalasztisanak kiilondsen kis szabadsagi fokok
esetén van fontos szerepe. Nagyobb szabadsagi fokoknal ez a hatas csokken.

4.2.2. Poisson eloszlasu sokasagok varhato értékének osszehasonlitasa

4.7. Példa

Két taptalajt kivanunk Osszehasonlitani kis mikrobaszdmok kimutatasa tekintetében. Az
azonos mintabol torténd meghatarozasok soran a Petri csészéken kifejlodott telepek szama:

1. taptalaj:  5,8,3,7,2 Osszesen k, =25 n=>=

2. taptalaj:  9,6,8,11,3,7, Osszesen ko =44 m=6

A Petri csészéken kifejlodott telepek szama kicsiny, Poisson eloszlast kovet.

Nullhipotézis: a két taptalajon kindtt telepek szaméanak varhatd érteke kozott nincs
szignifikans eltérés

Alternativ hipotézis: a varhatd értékek kozott szignifikans kiilonbség van

k., k 2 nn
Probastatisztika: = L2 2 =236
n, n,) k +k,
Osszehasonlité érték: x* tablazatbol o= 5%, Szf. = 1 x*=3,84
Dontés: A szamitott érték kisebb a tablazatos értéknél, ezért nullhipotézisiinket

elfogadjuk. A két taptalajon meghatarozott telepszamok varhato értéke
kozott nincs szignifikans kiilonbség.
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4.2.3. Normal eloszlasu sokasagok varhato értékének osszehasonlitasa

4.2.3.1. Ismert szordsu sokasdagok varhato értékének osszehasonlitisa (Kétmintds u-proba)

4.8. Példa

Fermentalt tejtermék két gyartasi tételének ¢€losejtszamat hasonlitjuk Ossze. A
milliliterenkénti él6sejtszam tételen beliili szorasa eldzetes felmérések alapjan ismert: ¢ = 0,60 Ig
egység. Az Osszehasonlitd vizsgalatokat a normalis eloszlds biztositasa érdekében a sejtszamok
logaritmusaval végezziik. A kapott eredmények:

1. tétel:
2. tétel:

Nullhipotézis:

Alternativ hipotézis:

Probastatisztika:

Osszehasonlité érték:

Dontés:

n =35 Atlagérték:  1g N, = 8,30
n, =35 Atlagérték:  Ig N, =7,85

a két gyartdsi tétel ¢éldsejtszamanak varhatdé értéke kozott nincs
szignifikans eltérés

a varhato értékek kozott szignifikans kiilonbség van

X, —X
u= 12 22
o, L 0,
7+7
n.n,

Esetiinkben a szérasok megegyeznek: o) = 6, = G, ezért a probastatisztika:

X, —X n,n
u= - . L2 =1,19
o n, +n,

u tablazatbol o = 5%, egyoldali u = 1,65

A szamitott értek kisebb a tdblazatos értéknél, ezért nullhipotézisiinket
elfogadjuk. A két gyartasi tétel €l0sejtszamanak varhato értéke kdzott nincs
szignifikans kiilonbség.

4.2.3.2. Ismeretlen szordsu sokasdagok varhato értékének osszehasonlitisa

Ismeretlen szorasu sokasagok varhato értékének dsszehasonlitasakor a szorasok értékét a
mintakbdl szamitjuk ki. Amennyiben a két minta szorasa kozott nincs szignifikans kiillonbség (F-
proba), a varhatd értékek Osszehasonlitasanak statisztikai probajat a két szorasbol szamitott
kozos szorassal végezziik el. A kiértékeléshez hasznalt t eloszlas tablazatos értékének
kivalasztasakor ilyenkor a szabadsagi fok a két szabadsagi fok 0sszege.

Ha az F proba szignifikans kiilonbséget mutat ki a két szoras kozott, akkor a szamitas a t
érték szabadsagi fokanak meghatarozasa miatt kissé bonyolultabb.
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Azonos szordsu sokasdagok osszehasonlitasa (Kétmintds t-proba)

4.9. Példa

Nyerste] mezofil aerob €l0sejtszamat két modszerrel vizsgaljuk. A tételbdl vett 10 minta
mikrobaszaménak logaritmusait a 4./1. Téblazatban foglaltuk 6ssze. Arra vagyunk kivancsiak,
hogy a két moddszerrel (A és B) meghatarozott sejtszamok varhatd értékei kozott van-e
szignifikans kiilonbség.

4./1. Tablazat. Nyerstej mikrobioldgiai vizsgalatainak eredmeényei (Ig N/ml)

Minta A B. d=B-A

1. 5,47 5,60 0,13

2. 5,30 5,40 0,10

3. 6,00 6,04 0,04

4. 5,47 5,49 0,02

5. 5,14 5,20 0,06

6. 4,98 5,04 0,06

7. 5,30 5,38 0,08

8. 5,04 5,14 0,10

9. 5,47 5,52 0,05

10. 5,16 5,20 0,04

Atlag 5,333 5,401 0,068

S? 0,08678 0,08330 0,0011

n 10 10 10
A két mddszer szorasat F probaval hasonlitjuk ossze: F=0,08678/0,08330=1,04
Tablazatos érték: a=5% Szf.amiate = 9 Szfinevezs = 9 F=3,1

A szamitott érték kisebb a tdblazatosnal ezért a szorasok kozott nincs szignifikans kiilonbség. A
tovabbiakban kozos szoras feltételezésével szamolhatunk.

Nullhipotézis: A két moddszer altal adott eredmények varhatd értéke kozott nincs
szignifikans kiilonbség.

Alternativ hipotézis: A két varhatd érték szignifikansan kiilonbozik.

. . ‘fl _372|
Probastatisztika: t= s
Sd
-1)S? -1S;
ahol S = \/(”1 )5 +(n, ~DS; {i+ij — 0,1304
n +n,—2 n, n,
Probastatisztika szamitott értéke: t=0,521
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Osszehasonlitoé érték: t tablazatbol  Szf. = 18, o = 5% kétoldali t=2,10

Dontés: A szamitott érték kisebb, mint a tablazatos érték, ezért a nullhipotézist elfogadjuk.
A két moddszerrel meghatarozott atlagérték kozott nincs szignifikdns kiillonbség.

A kiértékelést matematikai-statisztikai programcsomaggal (STATGRAPHIC 5.1)
elvégezve a varhato értékek kozotti kiilonbség szignifikancia szintje: 0,608, ami azt jelenti hogy
csak 60,8%, vagy ennél nagyobb elséfaji hiba esetén bizonyul az eltérés szignifikansnak.

Kisérlettervezési szempontok.

A 4.9. példaban a B vizsgalati modszer minden esetben nagyobb mikrobaszamot adott,
mint az A modszer, a valasztott statisztikai kiértékeléssel mégsem tudtunk szignifikans
kiilonbséget kimutatni a két eljards eredménye kozott. Ennek oka az, hogy a mikrobaszamok
tételen beliili szorasa jelentdsen meghaladja a két modszer kozotti szisztematikus eltérést.

A vizsgalt sokasagok eloszlasanak zavard hatasa kikiiszobolhetd, ha nem a teljes
adatsorokat hasonlitjuk egymdéshoz, hanem az azonos mintdbol végzett meghatirozasok
kiilonbségének eloszlasat vizsgaljuk. Képezve az 0sszetartozdé mérési eredmények kiillonbségét
(d), ezeknek a kiilonbségeknek az atlagértéke normalis eloszlast kovet, szorasa a d értékekbdl
szamithato. Ha a modszerek kozott nincs szignifikans eltérés, d varhato értéke 0. A matematikai
statisztikai kiértékelést az azonos mintabol két modszerrel meghatarozott d=AlgN értékek
kiilonbségének egymintas t-probajaval célszerti elvégezni. (Ld. 4.2.3.3. szakasz, 4.10. P¢lda)

Kiilonbozo szorasu sokasagok osszehasonlitasa (Welch-proba)

Ha az alapsokasagok szorasa ismeretlen és a két mintabol meghatarozott S; és S, szoras
egymastol szignifikdnsan kiilonbozik, a t proba nem alkalmazhat6. A varhato értékek statisztikai
probaja kozelitéleg Welch mddszerével oldhatd meg.

Nullhipotézis: A két sokasag varhat6 értéke nem kiilonbozik szignifikdnsan

Alternativ hipotézis: A varhato értékek kozotti eltérés szignifikans.

. o X, —X
Probastatisztika: tp= 12 2 :
S5
n, o,

A téblazatos t érték f szabadsagi fokanak meghatarozésa az aldbbi Osszefiiggések alapjan
torténik:

2 2

S S5
1 1 n, 1 n,
T 2 2 + 2 2
R N I G

nen, n.n,

Osszehasonlité érték: t tablazatbol az f szabadsagi fokhoz és a vélasztott valdszinliségi
szinthez tartozo érték.
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4.2.3.3. Parositott adatok eltérésére vonatkozo statisztikai proba. (Paros t-proba)

4.10. Példa
A 4.9. Példa (vizsgalati mdodszerek Osszehasonlitd értékelése) adatainak feldolgozasa a
d=AlgN értékek parositott t-probajaval.

A d értékek statisztikai jellemz6i: Atlag = 0,068, Szoras = 0,0339, n= 10

Nullhipotézis: A két mddszer altal meghatarozott mikrobaszamok kiilonbségének varhatd
érteke nem tér el szignifikansan 0-tol.

Alternativ hipotézis: A kiilonbségek varhat6 értéke szignifikdnsan eltér 0-tol.
, . d
Probastatisztika: t= E\/_ = 6,34

Osszehasonlito érték: t tablazatbol o = 5%, kétoldali, Szf=9 t=12,26

Dontés: A szamitott t érték nagyobb, mint a tablazatos érték, ezért a nullhipotézist
elutasitjuk. A két modszer 4altal meghatarozott sejtszamok kozott
szignifikans eltérés van.

A B-modszerrel meghatarozott 1gN értékek atlagosan 0,068 lg egységgel nagyobbak. Ezt
atszamolva normal sejtszamra: 10%°%® = 1,17-szer, azaz 17%-kal nagyobb sejtszam hatérozhat6
meg a B-moddszerrel, mint az A-modszerrel.

4.3. TOBBMINTAS STATISZTIKAI PROBAK

Tobbmintds statisztikai probakkal kettdnél tobb sokasag statisztikai jellemzdit
(gyakorisag, szoéras varhato érték) hasonlitjuk Ossze. Nullhipotézisiink, hasonléan az egy- és
kétmintas probakhoz, altaldban az, hogy a vizsgalt sokasdgok Osszehasonlitandd paraméterei
kozott nincs szignifikans eltérés. Amennyiben a proba eredménye ennek ellentmond, az azt
jelenti, hogy legalabb az egyik sokasdg vizsgalt paramétere szignifikdnsan eltér a tobbitél. A
tobbmintas statisztikai probak, — kiilondsen a varhato értékek Gsszehasonlitasat lehetéveé tevod
varianciaanalizisek esetében, — a kiilonbségek kimutatdsa mellett tobb tényezd egyiittes
hatdsanak vizsgalatat is lehetdvé teszik, ezért a kisérlettervezés és —kiértékelés leghatékonyabb
eszkdzeinek bizonyultak.
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4.3.1. Poisson eloszlasu gyakorisagok osszehasonlitasa

4.11. Példa

Uditsital tételek élesztdgombas szennyezettségét vizsgalva membransziiréses eljarassal, a

4./2. Tablazatban Osszefoglalt eredményeket kaptak. Kérdés, hogy a gyartas folyaman az atlagos
¢lesztogombaszam valtozasa szignifikans-e.

4./2. Tablazat Uditdital élesztégombas szennyezettségének valtozasa (sejt/100 ml)

Tételek
1. 2. 3. 4. 5. 6.
8 2 6 15 3 4
4 6 9 16 2 6
10 3 7 20 6 4
n; 3 3 3 3 3 3
k; 22 11 22 51 11 14
Ai=K;/n; 7,33 3,67 7,33 17,00 3,67 4,67
(A-0)° 0,0025 13,031 0,0025 94,4784 13,0321 6,8121
ni-(Ai-\)* 0,0075 39,0963 0,0075 283,4352 39,0963 20,4363
Jelolések: n; = mintankénti parhuzamosok széma = 3
k; = mintankénti 0sszes sejtszam
m = tételek szama = 6
¥ ni-(A-1)* = 382,0791
K= >k =131 N=)>n =18 A=K/N=7,28
i=1 i=1
Nullhipotézis:

Alternativ hipotézis:

Probastatisztika: x =

Osszehasonlité érték:

Donteés:

Az tditditalok élesztégombas szennyezettsége kozott nincs szignifikans
kiilonbség.

Legalabb az egyik tétel szignifikdnsan eltér a tobbitdl

@ (k KY
Son o
= \n. N) 382,08

, =52,48
K 7,28
N
x” tablazatbol o =5% Szf=m-1=5 =111

A szamitott érték nagyobb a tablazatos értéknél, ezért a nullhipotézist

elutasitjuk. Az tiditdital tételek kozott legalabb egy (de lehet, hogy tobb is)
szignifikansan eltér a tobbitdl.

Az eltéré tételek kisziirése a kiugré tétel kihagydsa utan megismételt y°
probaval oldhaté meg.
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4.3.2. Szorasok osszehasonlitasa

Az Osszehasonlitandd sokasagok szorasdnak homogenitdsa nagyon sokszor alapfeltétele

az elvégzendd statisztikai probaknak, ezért tobb sokasdg Osszehasonlitdsanal ezekre a
vizsgélatokra mindig sor kertil.

Szordasok homogenitas-vizsgalata Bartlett-probaval
Altalanosan alkalmazhato eljards normalis eloszlasu sokasagok szoérdsanak vizsgalatara.

Szamitasmenete kiss¢ bonyolult, de a matematikai-statisztikai programcsomagok elterjedtsége
miatt ennek mar nincs jelentdsége.

4.12. Példa

Pasztortej tételek mikrobaszaméanak szoras-vizsgalata soran a 4.3. Tablazatban
Osszefoglalt eredményeket kaptuk.

4.3. Tablazat. PasztOrtej mikrobaszamanak tételen beliili szorasai (Ig N/ml)

Tétel

1

. 2. 3. 4, 5. )
Si 0,204 0,186 0,160 0,195 0,210
n; 3 5 4 3 5 20
Si* 0,0416 0,0346 0,0256 0,0380 0,0441
(ni-1)S 0,0382 0,1384 0,0768 0,0761 0,1764 0,5509
lg S -1,3809 -14609 -1,5918 -14202 -13556
(ni-DlgS® | -2,7618 -5,8436 -4,7754 -2,8404 -5,4224 -21,6472
D (n,-DS,
§*=+ — =0,5509/15=0,0367 lg S* =-1,4353
Z(ni - 1)
i=1
1 n ] 1 1
C=1+— > o =1+ —[1,8333-0,0667] = 1,0393
i= }’li -
32 (ni -1 1 Z(nz -1)
i=1 i=1
2 m m
v = 30 {Z(n,. ~1)1gS* =D (n, -DigS] | = %[—15-1,4353 +21,6472] = 0,26
i=1 i=1 )

C értéke 1-nél nagyobb, ezért csak abban az esetben érdemes kiszamolni, ha a x> érték C=1

behelyettesitéssel nagyobbnak adodik a tablazatos értéknél. C pontos kiszamitasaval x* esetleg a
kritikus érték ala csokkenthetd.

Nullhipotézis: A szorasok homogének, nincs koztiik szignifikéns kiilonbség.

Alternativ hipotézis: A szorasok koziil legaldbb egy szignifikdnsan kiilonbozik.
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Probastatisztika: x> =10,26
Osszehasonlito érték: y* tablazatbol o = 5%, Szf=m-1=4 x*=9,49

Dontés: A szamitott érték kisebb a tdbladzatosndl, ezért a nullhipotézist elfogadjuk.
Az 6sszehasonlitott tételek szorasa homogénnek tekinthetd. K6zos értékiik
az S” négyzetgyokeként adhatd meg: Sign = 0,1916.

4.3.3. Varhato értékek osszehasonlitasa variancia-analizissel

Kettdnél tobb minta varhatdé értékének Osszehasonlitdsara szolgdld matematikai
statisztikai eljarasok, melyek a leghatékonyabb kiértékelést teszik lehetdvé. A variancia analizis
szamitasmenete a kovetkezo 1épésekbdl all.

1.) Az eredményekben mutatkoz6 eltéréseket két részre osztjuk

e V¢letlenre visszavezethetd eltérés (kisérleti hiba)

o Kezelések hatasara visszavezethetd eltérés.
A kiilonbozo eredeth eltéréseket szorasnégyzet (variancia) formajaban adjuk meg, innen ered az
eljaras neve.

2.) A kezelések hatasara visszavezethetd eltéréseket (szordsnégyzetek) viszonyitjuk a véletlen
okozta szorasnégyzethez. Ennek az dsszehasonlitasnak alapfeltételei a kovetkezok:

e Az eredmények a kezelésektdl eltekintve fiiggetlenek legyenek egymastol.

e Az egyes kezeléseken beliil az eredmények eloszlasa normalis legyen.

e A kezeléseken beliili véletlen szorasnégyzetek kozott ne legyen szignifikans kiilonbség.

3.) Ha a kezelések hatasara visszavezethetd szorasnégyzet szignifikdnsan nagyobb a véletlen
szorasnégyzetnél, a kezelések hatasa tovabbi csoportositasok alapjan elemezhetd.

Ha az alapadatokra vonatkozdéan nem teljesiil a 2. pontban Osszefoglalt feltételek
barmelyike, az adatok csak megfeleld transzformacio (pl. sejtszdmok logaritmikus
transzformécidja) utan hasznalhatok fel a szdmitasokhoz.

e Az adatok fiiggetlensége megfeleld kisérleti elrendezéssel biztosithato.

e A normalis eloszlas teljesiilését a parhuzamosok novelése a centralis hatareloszlas
kovetkeztében tobbnyire biztositja. 3 parhuzamostol kezdve az atlagértékek eloszlasa mar
igen nagy valosziniiséggel normalisnak tekinthetd.

e Legnagyobb problémat a kezeléseken beliili szorasok eltérése okozhat, ezért a szorasok
homogenitasardl minden esetben elézetesen meg kell gy6zddni.

A variancia-analizis segitségével megoldhat6 feladatokat két nagy csoportra oszthatjuk:
1. Tobb azonos szorast, normalis eloszlasu valoszinlségi valtozd varhatd értékének
Osszehasonlitasa. (Egy-tényezds variancia-analizis).
2. A vizsgalt valtozé értékét szignifikansan befolyasold hatasok kivalasztasa. (Egy- €s tobb-
tényezOs variancia-analizis).
Ha egy hatds (faktor), amely a varhato értéket szignifikansan befolyasolja, dnmagaban is
mennyiségi valtozd (pl. homérséklet, vegyszer-koncentracio, kezelési idd, stb.), akkor a
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variancia-analizist kovetden Osszefliggés-vizsgalatokra is van Ilehetdség. Ezekben az
Osszefiiggésekben a szignifikans hatasu faktor kiilonbozé értékei képviselik a fliggetlen valtozot.
Eléfordulnak olyan feladatok, amelyekben az egyes faktorok nem mennyiségiek (pl. kiilonbozd
kezelési eljarasok), masok azonban mennyiségi jellemzok (pl. fertétlenitdszer koncentracio). A
kétféle hatas egyiittes értékelését kovariancia-analizissel végezhetjiik el.

Szamitastechnikailag a variancia-analizis soran az Osszes adatbol szamitott négyzetdsszeget
felbontjuk az egyes faktorok szerint csoportositott négyzetosszegekre. Faktorok szerint
kiszamitva az egyes négyzetOsszegeket, az Osszes adatbol szamitott ¢s a faktorok szerinti
négyzetosszegek kiilonbsége adja a kdlcsonhatasokra utald tagot, amely egyes esetekben a
véletlen hibat reprezentalja. A négyzetosszegekbdl a hozzajuk tartozo szabadsagi fokokkal valo
osztas révén szorasnégyzeteket szdmolunk és ezeket viszonyitjuk a véletlen szordsnégyzethez. A
hatas szignifikancidjat F-probaval dontjiik el.

Ha az a cél, hogy a vizsgalt folyamatban a tiszta hatdsok mellett a kolcsonhatasokat is
felderitsiik, akkor a kolcsonhatasokbol szamitott szérdsnégyzetet mindig a véletlen, vagyis a
parhuzamosok kozott 1év0 szorasnégyzethez viszonyitjuk.

A kolcsonhatasok értelmezése minden esetben szakmai probléma. Amennyiben a
kolcsonhatés a folyamat velejaroja (pl. a kiillonb6zo helyrdl szarmazo nyersanyagok mikrofloraja
eltér6 modon reagal az egyes technologiai 1épésekre), célszerti a véletlen hibaval 6sszevonni a
kolesonhatasok kovetkeztében fellépd eltéréseket is, illetve ezt a kdlesonhatési tagot tekinteni a
véletlen hibanak.

Ha a wvéletlen okozta szérasnégyzetet nem parhuzamos vizsgalatok eredményeibdl
szamitjuk, hanem a parhuzamosok 4tlagértékeivel végzett variancia-analizis maradék
szorasnégyzetével becsiiljiik, akkor az egyedi értékekre vonatkozo szérasnégyzet az atlagértékek
szorasnégyzetének a parhuzamosok szdmaval valo szorzasaval szamithato.

Kisérlettervezési szempontok.

A véletlen hiba meghatarozasanak legmegbizhatobb modja, hogy a vizsgélatokat mindig
legalabb 2 parhuzamosban végezziik el. Ebben az esetben a véletlen szorasnégyzet szabadsagi
foka k-(p-1), ahol k a kezelések, p pedig a kezelésen beliili parhuzamosok szama. Mivel az F-
proba érzékenysége a nevezd 10 feletti szabadsagi fokainal lecsokken, 5-nél tobb kezelés esetén a
kezeléseken beliili parhuzamosok szamat nem érdemes 3-nél nagyobbra valasztani.

Ha nincsenek parhuzamosok, a véletlen hatést a fiiggetlen hatasok levonasa utan maradé
szorasnégyzettel becsiiljiik. Ez a modszer az el6z6hoz képest minden esetben informacio-
veszteséget okoz, mert nem teszi lehetévé a kdlcsonhatasok kimutatasat.

Parhuzamosok tekintetében leghatékonyabb a kisérleti elrendezés, ha azok szama
kezeléseken beliil megegyezik. Egy-tényez0s variancia-analizis eltérd parhuzamosokkal is
kiértékelhetd, tobb-tényezds variancia-analizisnél azonban feltétel a kezeléseken beliili azonos
parhuzamos szam.

A variancia-analizis mintapéldak megoldasanal csak az alaposszefiiggéseket ismertetjiik,
a részletes szamitasokat STATGRAPHIC 5.1 statisztikai programmal végeztiik el. Tekintettel
arra, hogy napjainkban a hasonl6 jellegii feladatok megoldasa mindeniitt szamitogéppel torténik,
a tovabbiakban nem foglalkozunk a kézzel végzett szamitdsok megkonnyitését célzd adat-
egyszerusitéssel. Csupan egy nagyon fontos szempontra kivanjuk felhivni a figyelmet: Az
alapadatok ¢ésszerti kerekitése megengedett, de a részeredmények kerekitésénél mindenkor
figyelembe kell venni a szdmitdsmenet altal megkdvetelt pontossagot. Sok esetben nagy szadmok
igen kis kiilonbségével szamolunk, ezért a tizedesek elhagyasa hibat okozhat.
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4.3.3.1. Egy-tényezds variancia-analizis

4.13. Példa

Kiilonb6z6 gyartasi tételbdl szarmazo biojoghurtok bifidobaktérium-szamat hasonlitjuk
Ossze. Kérdés, hogy van-e kiilonbség az egyes tételek varhatdo értéke kozott. A mérési
eredményekbdl szamitott 1g sejtszamokat a 4./4. Téblazat tartalmazza.

4./4. Tablazat. Kiilonb6zo gyartasbol szarmazo biojoghurtok bifidobaktérium-szamai (g N/ml)

Tétel
A B C D E
8,12 7,98 8,00 6,50 7,68
8,04 7,63 7,96 6,30 7,40
8,30 7,76 7,30 6,00 7,30
8,00 7,54 7,64 6,26 7,80
Atlag 8,115 7,728 7,728 6,265 7,545

A kezelésen beliili szorasok homogének, ezért a kiértékelés variancia-analizissel elvégezheto.

n = Osszes adatszam n=20
k = kezelések szama k=5
p = parhuzamosok szama  p=4

A variancia-analizishez az alabbi négyzetosszegek kiszamitdsa sziikséges, melyek alapjan a
Variancia-tablazat kitoltheto.

-3 bM, Ciﬂ

i=1 n i=1 P

A Variancia-tdblazat variancia-forrds oszlopaban zardjelben feltiintettilk a négyzetdsszeg ¢és
szabadséagi fok szamitasi modjat. Az S* és az F érték kiszamitasa:
S* = Négyzetdsszeg/ Szabadsagi fok, F =SSy’

A véletlen szoérasnégyzet a kezelésen beliili parhuzamosok szordsara jellemzd kozos
szorasnégyzet, ami tulajdonképpen az egyes kezelésekre jellemzd szorasnégyzetek atlaga.

A négyzetosszegek ¢és a szabadsagi fokok additivek (Osszeadhatok, kivonhatok). A
maradék (véletlen) tag négyzetdsszege €s szabadsagi foka ezért Ggy is szamithatd, hogy az
Osszesbdl kivonom a kezelésekre szamitott megfeleld értéket. A maradék négyzetdsszeget
elosztva a hozzatartozé szabadsagi fokkal, eredményiil kapjuk a véletlen szérasnégyzetet (So°).

A véletlen szabadsagi fok kiszamitdsdnak masik modja: Szf = k-(p-1). A kétféle moédon
szadmitott értéknek természetesen egyeznie kell.
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4./5. Tablazat. Variancia-tablazat

Variancia forras Négyzetosszeg | Sz.. fok S* F Szign. szint
Osszes (a-b) 8,7917 20-1=19
Kezelések kozott (c-b) 8,0194 5-1=4 2,00 38,9%** 0,0000
Véletlen (a-c) 0,7723 15 0,0515 =S’

Az F-proba kritikus értékei a szamlalo 4, a nevezd 15 szabadsagi fokanal: Fose, = 3,1, Foge, = 4,9

A szamitott érték ennél jelentésen nagyobb, ezért azt mondjuk, hogy az 0Osszehasonlitott
sokasagok varhato értékei kozott szignifikans kiilonbség van.

A szignifikancia szint jelolésére a szamitott F érték utan tett csillagok utalnak. Egy csillag
95, két csillag 99, harom csillag 99,9%-0s valoszintiségl szignifikans eltérésre utal.

Esetiinkben a szamitogépes program altal megadott szignifikancia-szint 0,0000, ami azt
jelenti, hogy a szignifikans kiilonbség valoszinlisége 99,99% feletti (0,01% els6faju hiba
megengedése mar szignifikans eltérést eredményez).

Az atlagértékek kozotti legkisebb szignifikans kiilonbség (LSD) szamitasa:

LSD =t /Sg-i =t'So'\/z )
p p

ahol S¢” a véletlen szoérasnégyzet, p pedig az 6sszehasonlitandd kezeléseken beliili parhuzamosok
szama. A tablazatos ¢ érték szabadsagi foka mindig a véletlen szorasnégyzet szabadsdgi foka.

A 15-0s szabadsagi fokhoz és 95% kétoldali valoszintiségi szinthez tartozé érték: t=2,13.
So=4/0,0515 =0,227
Az atlagértékek kozotti legkisebb szignifikans differencia: LSD =2,13-0,227-4/2/4 =0,3419

Sorrendbe allitva a kezelésosszegeket és kiilonbségeiket 6sszehasonlitva az LSD értékkel:

Kezelés Atlagérték  Homogenitas
D 6,265 *

E 7,545

C 7,728 *

B 7,728 *

A 8,115 *

Az egy oszlopban 1év0 csillagok homogenitasra utalnak, mig az eltérd oszlopban 1évok a varhatd
értékek kozotti szignifikans eltérést jelzik.
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A variancia-analizis eredményeit a 4./1. dbra szemlélteti, amelyen a kiillonb6zd kezelésekhez
tartozo atlagértékeket és azok kozos konfidencia-intervallumat tiintettiik fel. A konfidencia-
intervallumok esetenként atfedhetik egymast, de ez még nem jelenti azt, hogy nincs szignifikéns
kiilonbség a két atlagérték kozott. A legkisebb szignifikans kiilonbség szamitott értéke az
atlagértékek kozotti kiilonbségre vonatkozik és nem a konfidencia-hatarokra.

Bifidobaktérium szam
lg N
8.4 B

4./1. abra
Biojoghurtok bifidobaktérium-szam varhat6 értékeinek konfidencia-intervalluma.

4.3.3.2. Két-tényezds variancia-analizis

Két lehetséges kisérleti elrendezéssel foglalkozunk. A kevesebb mintaszamot igényld,
ismétlés nélkiili esetben az egyes kezeléseken beliil nem alkalmazunk parhuzamosokat. Az
ismétléses esetekben a kezelésen beliili parhuzamosok miatt a mintaszdm tobbszordsére nd,
viszont lehetdségiink van a kolcsonhatasok felderitésére, illetve a véletlen hiba kolesonhatéstol
mentes meghatarozasara.

4.3.3.2.1. Két-tényez0s variancia-analizis ismétlések nélkiili elrendezéssel

4.14. Példa

A gyartastechnologia kritikus pontjainak feltarasa érdekében a mezofil aerob sporaszam
alakuldsat vizsgaltak paradicsom-siiritményt eldallitd vonalon. A kiilonb6z6é gyartasi tételek
esetében az egyes technoldgiai pontokon meghatarozott értékeket a 4./6. Tablazatban foglaltuk
Ossze. A kiértékelés soran a gyartds kritikus pontjainak felderitése volt a cél, vagyis
meghatarozni azokat a technoldgiai 1épéseket, ahol az aerob spoéraszdm szignifikdnsan
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megvaltozik. E mellett vizsgdlni kivantdk az egyes gyartasi tételek kozotti eltérések
szignifikancidjat is.

4./6. Tablazat. Paradicsom-stritmény gyartasi fazisainak aerob sporaszamai (Ig N/ml)

Gyartas Fazisok Osszeg
A B C D

1. 3,89 2,86 2,36 1,78 10,89

2. 3,67 3,36 4,00 2,00 13,03

3. 3,79 3,71 3,49 2,49 13,48

4. 3,42 4,40 3,00 2,38 13,20

5. 3,60 4,24 4,38 1,38 13,60
Osszeg. 18,37 18,57 17,23 10,03 64,20
Atlag 3,674 3,714 3,446 2,006 3,210

n = 0sszes adatszam =20

k = gyartasi tételek szama
f = fazisok szama

B
i
NV

. 2
b= = =206,0820

a= > x} =221,0638
n

i=l1

A variancia-analizisben minden csoportositds négyzetosszegének a és b kozé kell esnie.
Amennyiben nem igy van, szamitasi hiba, vagy kerekitési hiba tortént.

bl

= (18,37*+18,57*+17,23*+10,03%)/5 = 215,9552

M-

Fazisok hatasa: c=

l

Il
—_

M-

1l
—_

= (10,86™+13,03*+13,48*+13,20°+13,60%)/4 = 207,3208

2
d 5[1 XU}
_; ;

Tételek hatasa:
4./7. Tablazat. Variancia-tablazat.

Variancia forrés Négyzetosszeg | Sz.. fok S* F Fogo,
1. Osszes (a-b) 14,9818 20-1=19
2. Fézisok hatasa (c-b) 9,8732 4-1=3 3,29 10,2%* 6,0
3. Tételek hatésa (d — b) 1,2388 5-1=4 0,3097 <l
Maradék (1.-2.-3) 3,8698 12 0,3225=S,"
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A Varianciatabldzatban a fazisok hatasat értékeld F érték szignifikans kiillonbségre utal. A
tételek hatasat reprezentald F értéke 1-nél kisebb, tehat nincs eltérés a gyartasi tételek hatdsa
kozott.

A fazisatlagok legkisebb szignifikans eltérésének szamitasa, tekintettel arra, hogy a

parhuzamosok szama p = 1:
Sp=0,568  LSD =tSy \/%
A tabléazatos t szabadsagi foka 12, o = 5% egyoldali, mert a D kezelésre gyanakszunk: t = 1,78
2
LSD =1,78-0,568: \/; =0,6394.

Sorrendbe allitva a kezelésatlagokat:

Kezelés Atlagérték  Homogenitas
D 2,006 *

C 3,446

A 3,674

B 3,714

A gyartas folyaman a sporaszam egé€szen az utolsé fazisig valtozatlan marad. A D fazis azonban
szignifikansan csokkenti a sporaszamot.

4.3.3.2.2. Két-tényezos variancia-analizis kezelésen beliili parhuzamosokkal

4.15. Példa

Nyerste] koliform-szamanak kimutatdsara szolgald taptalajok Osszehasonlitdo vizsgalatat
végeztek el kiilonb6zd nyerstej-mintakon. A vizsgalatok célja az Osszehasonlitandd taptalajok
kozotti esetleges kiilonbségek, valamint a tejmintdk mikroflordjaval valdo kdolcsonhatas
kimutatasa volt. A meghatarozott koliform-szdmok logaritmusait a kezelések fliggvényében a
4./8. Tablazatban foglaltuk 6ssze.

Kisérlettervezési szempontok

A kezelésen beliili parhuzamosok alkalmazasanak célja a véletlen hiba korrekt
meghatdrozasa €s a taptalajok, valamint a mintdk kozotti esetleges kdlcsonhatasok kimutatasa.
Gyakorlatilag el6fordulhat, hogy a kiilonb6z6 eredetii mintak mikrofléraja eltérd Osszetételd, s
egyes taptalajok a coliform mikrobak kiilonbozé csoportjaira nézve eltérd szelektivitasuak
lehetnek. Hasonlé eredményre vezethet a mintdkban esetleg jelenlévo gatloszerek hatasa is. Ezért
taptalaj-6sszehasonlitd kisérletekben mindig kezelésen beliili parhuzamosokkal célszeri
dolgozni. A parhuzamosok szdmara vonatkozoan érvényes az F-proba kritikus értékének 10
szabadsagi fok feletti lassuld csokkenése, ezért 10 feletti kezelés esetén nem érdemes 3-nal tobb
parhuzamossal dolgozni. (Tulajdonképpen 2 is elég lenne).
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4./8. Tablazat.

Nyerstej mintdk koliform-szama (1g N/ml).

Tejminta Taptalaj
A B C
1. 4,30 4,28 4,42
4,16 4,16 4,52
4,20 4,30 4,36
2. 2,18 2,20 2,36
2,30 2,04 2,40
2,32 2,24 2,48
3. 3,16 3,24 3,52
3,21 3,08 3,46
3,30 3,18 3,30
4. 3,28 3,30 3,56
3,16 3,32 3,62
3,12 3,20 3,50
n = Osszes adatszam n=36
k = kezelések szdma k=12
| = taptalajok szdma 1=3
m = tejmintak szama m=4
p = parhuzamosok szdma p=3
2
a=Yx? b= L]
2 2 2
m-p D
(5] 3] (2]
J= Jj= J=
d= e=
,Z Z‘ mp Z‘ I'p
4./9. Tablazat. Variancia-tablazat.
Variancia forras Négyzetosszeg | Sz.. fok S* F Szign. szint
1. Osszes (a-b) 19,0588 n-1=35
2. Véletlen (c-b) 0,1546 12:2=24 | 0,00644 = S,
3. Téptalajok hatasa (d—b) 0,4633 3-1=2 0,2317 36%** 0,0000
4. Tejmintak hatésa (e-b) 18,3848 4-1=3 6,128 9571 %#** 0,0000
Kolcsonhatas (1-2-3-4) 0,0561 2:3=6 0,0093 1,45 0,2376
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Az F-proba alapjan mindkét vizsgalt hatas szignifikans, viszont nincs kolcsonhatas a

taptalajok és a tejmintak kozott.

A moédszerekre jellemzd kozos szorasérték: Sp = 4/0,00644 = 0,080 1g egység

A kezelésatlagok kozotti legkisebb szignifikans eltérések szdmitasahoz kozos t értéket
hasznalhatunk, melynek szabadséagi foka a véletlen szoraséval megegyezden 24. Kétoldali 5%-o0s

elséfaju hibat valasztva, t = 2,06

Taptalajokra vonatkozéan ~ LSD = 2,06-0,080- 1/413 =0,067 lg egység

Tejmintékra vonatkozéan ~ LSD = 2,06-0,080- /% =0,078 1g egység

Az atlagértékek kozotti eltéréseket a 4./2. és 4./3. dbrak szemléltetik

Taptalajok atlagértekei
lg N

3.5
3.3}
3.2 i E

3.1

4./2. abra.

Téptalajok koliform-szam atlagértékei
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4.6

4.2
3.8

3.4r

2.6

2.2

Tejmintak koliformszama

-4

4./3. dbra.
Tejmintak koliform-szam étlagai



5. LINEARIS REGRESSZIO

Kvantitativ ~ valtozék  sztochasztikus kapcsolatanak  vizsgéalatara leggyakrabban
alkalmazott modszer a regresszio-szamitds. A regresszid-szamitds soran matematikai
Osszefiiggést keresilink a valtozok kozott. Az y = £ (X, Xa,...X,) Osszefiiggésben a fliggd valtozd
(y) valosziniliségi valtozd, mig a fliggetlen valtozok (x;, Xa,...X,) a leggyakoribb esetben nem
valoszinliségi valtozok. Példaul amikor a mikroorganizmusok, vagy ndévények szaporodasi
sebességét vizsgaljuk a taptalaj szén-, nitrogén-, foszfor-tartalmanak fiiggvényében, a fiiggetlen
valtozonak tekintett szaporodasi sebesség valdsziniiségi valtozd (véletlen hatasok is
befolyasoljak), mig az altalunk bedllitott C-, N- és P-koncentraciok nem valdszintiségi valtozok.

Jegyzetiinkben a leggyakrabban hasznalt egy fiiggetlen valtozos linearis regresszidval
foglalkozunk, melynek 4&ltalanos alakja y = mx + a, egy egyenes egyenlete, melynek
meredeksége m, tengelymetszete pedig a. A tovabbiakban a fiiggetlen valtozo (x) értékeit nem
tekintjiik valosziniiségi valtozonak.

Nagyon sok esetben a nem lineéris kapcsolatok is linearizalhatok a valtozok megfeleld
transzformaciodja révén. Ilyenkor azonban el6fordulhat, hogy a transzformécioé eredményeképpen
kapott 1j valtozok nem felelnek meg a linedris regresszio feltételeinek. A regresszio-szamités
feltételei:

e Az x fiiggetlen valtozd barmely értékénél az y valdszinliségi valtozd normalis eloszlast
legyen.
e Az y valoszinliségi valtozo szorasa fiiggetlen legyen az x valtozotol.

A mikrobioldgiai gyakorlatban mind a normalis eloszlas, mind pedig a szoras-homogenitas az

crer

ahol a sejtszdm valtozéasat vizsgdljuk valamilyen fiiggetlen valtozd fiiggvényében, a linearis
regresszios 0sszefliggést a sejtszam logaritmusara (Ig N) vonatkozbdan hatarozzuk meg.

A linearis regresszio (Gauss nevéhez fliz0d0) matematikai apparatusa a legkisebb
négyzetek elvén alapszik. Az 0sszefliggés m €s a paraméterét ugy hatarozzuk meg, hogy a mért
¢és az 0sszefiiggésbol szamitott y értekek eltérésének négyzete minimalis legyen:

Zn: b/i - (a +mx; )]2 — minimum
i=1

A minimalizalasi feladat a fenti célfiiggvény a és m szerinti parcidlis derivaltjainak 0-val valo
egyenldvé tétele utan megoldhato.

n Z‘xi'zyi n n
in'yi_% Zyi in

_ =l n i=1 —b i=1

n : n n
.2
2 i=1

2 -

i=1 n

ahol n az Osszetartozo x;, y; adatparok szama.
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A tovéabbiakban Svab (1973) jelolésrendszerét alkalmazva, a regresszid-szamitasokat az aldbbi
négyzetosszegek felhasznélasaval végezziik.

[ e
SQX:le?_—, SQy:Zin_L

i=1
n

n

n z X; Z Yi )
SP = x,y, - —=— SQu = SQ, — SP

i=1 o n ’ y SQx

z i Z Vi
Atlagértékek: x=4 y= 1
n n
r o y o , SP
Az egyenes egyenletének egylitthatoi: meredekség m= _SQ
tengelymetszet a=y-mx

A mérési pontok €és a szamitott egyenes kozotti illeszkedés szorossagat a determinacids
egyiitthato adja meg. A determinécios egyiitthaté (R?) kifejezi, hogy a fiiggd valtozo (y) eltérés
négyzetosszegének hanyadrésze vezethetd vissza a linearis sszefiiggésre, 1-R” pedig a véletlenre
visszavezethetd hanyadot adja meg.

R?= S—Pz
80,50,

A gyakorlatban a determindcids egyiitthatd helyett nagyon sokszor annak eldjeles
négyzetgyokét, a korrelacios egyiitthatot szoktdk hasznalni a kapcsolat szorossaganak
jellemzésére. Ennek eldnye, hogy eldjele révén a kapcsolat irdnyéra is utal.

SP

V39,80,

A korreléacios egyiitthatd értéke (hasonldan a determindcios egyiitthatohoz) 0 és 1 kdzott
valtozik. A 0-hoz kozeleso értékek gyenge, vagy nem szignifikans kapcsolatra utalnak, mig teljes
fiiggvénykapcsolat esetén R=1. A korrelacids egylitthatod szignifikans kapcsolatra utalo kiiszob-
értékeit a regresszio-szamitds szabadsagi foka (n-2) fliggvényében a Fliggelék 7. tablazata
tartalmazza.
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A regresszios egyenes koriili szoras:

1

SP* s
n—2[SQy_SQj AR

2 _
S =

A meredekség (regresszids egyiitthato, iranytangens) hibgja:

- o Su= 52

- S0,

A tengelymetszet (regresszios allando) hibgja:

-2
S = ij'[h al } Sa = /82

n SO,

A meredekség €s a tengelymetszet hibdjanak ismeretében eldonthetd, hogy m és a értékei
szignifikansan kiilonbdznek-e egy hipotetikus m’ és a’ értéktol.

Probastatisztika:

Ha a szamitott értékek nagyobbak, mint az n-2 szabadsagi fokhoz tartoz6 tablézatos t
értek, az dsszehasonlitott paraméterek kozott az adott szinten szignifikédns kiilonbség van.

Nagyon sokszor felvetddik az a kérdés, hogy van-e egyaltalan Osszefiiggés a fiiggd és
fiiggetlen valtozo kozott, azaz y értéke valtozik-e x fliggvényében. Amennyiben nincs
Osszefiiggés, akkor y fliggetlen x-t6l, azaz a szamitott egyenes meredeksége nem kiilonbozik
szignifikansan 0-t6l. Ennek eldontése érdekében a probastatisztikdban m’=0, €s t, értéke alapjan
donthetiink arrdl, hogy m értéke szignifikdnsan eltér-e 0-t6l. (Hasonld proba természetesen a
tengelymetszetre vonatkozoéan is elvégezhetd, de ez nincs kapcsolatban az Osszefiiggés
szorossagaval.)

Ha a szamitott meredekséget egy masik, szintén regressziéval szamitott meredekséghez
viszonyitjuk, akkor a probastatisztika szamitasa:

t= m, —m, , ahol Sq= SQH] + SQH2 1 + 1
Sy n+n,-4 |80, SO,

Ha Sy, szignifikansan kiilonbozik Syy-tél, akkor  Sd = /S ;1 +8 512

Annak eldontésére, hogy az egyenes egyenlete jol irja-e le az Osszefliggést, illetve egy
mas fliggvény alkalmazasa esetén nem szorosabb-e az illeszkedés, variancia-analizis is
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végezhetd. Ekkor az Osszehasonlitando fliggvényekbdl szamitott véletlen szorasnégyzeteket
(S},) hasonlitjuk dssze, és F-probaval dontiink.

A regresszids 0sszefliggés konfidencia-intervalluménak (+ h) szamitdsa minden egyes x értékhez
kiilon torténik: y=mx+tath

i =2
Egyedi értékekre: h, =t \/ S2 |1+ 1, M}
. n SO,

B —\ 2
Atlagértékekre: h; =t \/ S yzx 1 + (xSQX) } A t érték szabadsagi foka n-2.
n X

A szamitott értékek konfidencia-intervallumaban szerepld (x - ¥ )* tag miatt a konfidencia-
intervallumnak x értéknél minimuma van. Ettdl tdvolodva a konfidencia-intervallum szélesedik.

5.1. Példa

Hokezelés méretezéshez egy adott mikrobapopulacio tulélését vizsgaltdk az 1d6
fiiggvényében. A vizsgalatok célja az adott hdémérséklethez tartozo tizedelddési 1dd
meghatdrozasa volt. A tléld sejtszam logaritmus értékeit az 5./1. Téblazatban foglaltuk Gssze.

5.1. Tablazat. Hokezelést tuléld sejtek szama (Ig N/ml)

1d6 (perc) IlgN
0 8,30
2 7,00
4 5,86
6 4,90
8 4,04
10 2,86
12 1,64
14 1,04

Az Osszefliggést a STATGRAPHIC 5.1. programmal kiértékelve, az eredményeket az
5./2 és 5./3. tablazatokban foglaltuk 6ssze, valamint az 5./1. dbraval szemléltetjiik.

5./2. Tablazat. Regresszidszamitas variancia-tablazata

Variancia forrds | Négyzetosszeg Sz.. fok S* F Szign. szint
Osszes 45,7358 7

Model 45,5521 1 45,5 1487 0,0000
Véletlen 0,1837 6 0,0306 = Syzx
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5./3. Tablazat. Regresszids egyenes paraméterei

Paraméter Standard error t Sign. szint
Tengelymetszet a=2g§,10 0,113 71,7 0,0000
Meredekség m = -0,5207 0,0135 -38,57 0,0000
Determinacios egyiitthato R” = 10,9960 Korrelacios egyiitthato R =-0,9980

y = -0,5207x + 8,1

Izoterm tulélési gorbe
R? = 0,996

igN
O N & O O O

0 5 10 15

hdkezelési idé (perc)

S5./1. abra. HOpusztulas, talélési gorbe

A regresszids egyenlet paramétereinek konfidencia-intervallum szamitasahoz a t érték szabadsagi
foka megegyezik a regresszid-szamitas véletlen hibajanak szabadsagi fokaval, esetiinkben Szf=6.
Kétoldali a=5% elsdfaju hibaval t = 2,45. A szdmitott konfidencia-intervallumok:

Tengelymetszet: Aa=2,45-0,113=0,277 a=28§,10+£0,28
Meredekség: Am =2,45-0,0135=0,033 m=-0,521£0,033 1/perc
A talélési gorbe meredekségébdl szamitott tizedelddési 1d6: D =-2,303/m = 4,42 perc

A tizedelddési 1d6 konfidencia-intervallumat a meredekség konfidencia-intervalluméanak két
sz¢€1s6 értekébdl (m; = -0,554 1/perc, m2 =—-0,488 1/perc) hatdrozzuk meg :

D, =2,303/0,554 = 4,16 perc D, =2,303/0,488 = 4,72 perc

4.16 <D <4.72 perc
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6. ELOSEJTSZAM MEGHATAROZASI MODSZEREK HIBAJA

A tenyésztéses €l0sejtszam meghatarozasi modszerek kisérleti hibajanak meghatarozasara
ugyanazokat a matematikai-statisztikai eljarasokat alkalmazzuk, mint a fizikai-kémiai
vizsgalatok kiértékelésénél, a kiillonbség csak annyi, hogy a mikrobiologiai eredmények relativ
szorasa nagysagrendekkel nagyobb lehet, mint a klasszikus analitikai modszerek esetében.

Tenyésztéses ¢€losejtszam meghatdrozasra alapvetéen két eljardas terjedt el a
mikrobiologiai gyakorlatban: hatarhigitasos és lemezontéses modszer. A két technikdnak sokféle
valtozata ¢és tovabbfejlesztése létezik, azonban ezek az alapeljarastol lényegiikben nem
kiilonboznek.

6.1. HATARHIGITASOS (MPN) MODSZER

A hatarhigitdsos moddszer lényege, hogy a vizsgalando anyagbol alap-szuszpenziot
készitliink, amelyet addig higitunk, amig az utolsé higitasi tagokban méar nincs mikroba. Az
utolso higitasokbol parhuzamos leoltasokat végziink taptalajba és vizsgaljuk a szaporodast. A
szaporodast mutatd parhuzamos csovek higitasi szintek szerinti megoszlasabol matematikai-
statisztikai alapon kovetkeztetliink az eredeti szuszpenzi6 legvaldsziniibb €l0sejtszdmara (Most
Probable Number, MPN). A leggyakrabban alkalmazott moddszer szerint higitdsonként 3
parhuzamos leoltast végeznek. A kulcsszamok meghatarozdsahoz olyan higitasi szinteket
valasztanak, amelyek lehetdleg maximadlis szdmu (3) pozitiv csvel kezdddnek €s ezutdn a
pozitiv csovek szama kevesebb. Pl. a 310 kulcsszdm azt jelenti, hogy a figyelembe vett higitdsok
elsé tagjaban 3, a masodikban 1, a harmadikban pedig 0 pozitiv c¢s6 van. Az un. Hoskins
tablazatbol kikereshetd a 310 kulcsszamhoz tartoz6 MPN érték (4,3), ezt megszorozva az elso
figyelembe vett higitasi szinttel, kapjuk az eredeti szuszpenzidé mikrobaszamat.

Az eljaras a kovetkezd matematikai megfontolasokon alapszik.
s; db negativ (steril) cs6 eldfordulasanak a valdszintisége az i-edik higitasban:

n—=s.
(l_pi) Y

p=_ "
"osl(n—s,)! P

n! s,

ahol: P; annak a valosziniisége, hogy n db. beoltott csébdl s; db steril.
pi a negativ cs6 valosziniisége az adott higitasban.

A mikrobaszdamok Poisson eloszlasa kdvetkeztében p; = e A , ahol A; az inokulumban 1évd
mikrobak szama.
Tizszeres higitdsokat figyelembe véve, harom egymast kdvetd higitasi tag mikrobaszédma:

7\,1 =N P1= e N
A =0,1'N pp=e 0.1-¥
ds=001'N s= e 00N

77



Higitasonként harom parhuzamos leoltassal, a steril csdvek valdsziniisége:

3! s 3—s
P=_— > 5.q_ 1
1 SI!'(3—S1)!p1 I-p)
3! s 3—5
Po=— > 5% — 2
TGy )
3! S 3—5
N 3
3 S3!'(3—S3)!p3 (I-p;)

A harom egymast kovetd higitasi szinten az s, sy, s3 db steril csé egyiittes el6fordulasanak
valosziniisége:
P= P] 'P2'P3

Kiszamitva a kiilonb6z0 sejtszdmokhoz tartozd P valdszinliséget, barmely s;, si, s3
kombinéciohoz (kivéve a 0, 0, 0 és 3, 3, 3 kombinacidkat), meghatarozhaté a valdsziniiség
eloszlas stirliségi gorbéje. A konvencidoknak megfeleléen a valoszinliségeket nem a negativ
(steril), hanem a pozitiv (szaporodast mutatd) csévek kombinacidjanak fliggvényében hataroztak
meg. A valdsziniiségi gorbék maximumahoz tartozo sejtszamok adjak az adott kombindcidnak
megfeleld legvaldszinlibb sejtszamot (MPN), amelyet tablazatosan szoktak kozdlni. Néhany
jellegzetes valdszinliségi gorbét mutatunk be a 6./1. abran. A 3 higitasi szinthez, szintenként 3
parhuzamos leoltashoz tartozd6 MPN értékeket és a hozzajuk tartozd Pp.,x maximalis
valosziniiségeket a 6/1. tablazat tartalmazza.

MPN, 3 parhuzamos leoltas

o 0,3

”

nlsé

=1

Valosz

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

——300 —=—310 ——320 —0—321 Sejtszam

6./1. dbra. Kulcsszamok valoszintlisége a sejtszam fliggvényében
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6./1. Tablazat

MPN tabléazat tizszeres higitas, 3 parhuzamos leoltés

kulcsszam Pax MPN Kulcsszam Pmax MPN
000 <0,3 200 * 0,3193 0,91
001 0,0033 0,3 201 * 0,0112 1,4
002 1,510 0,6 202 1,910 2,0
003 3,7-107 0,9 203 1,4:10°° 12,6
010 ** 0,0336 0,3 210 * 0,1196 1,5
011 4,510™ 0,61 211 * 0,0063 2,0
012 3,5:10°° 0,92 212 1,510 2,7
013 1,2:10° 1,2 213 1,510 3,4
020 0,0016 0,62 220 * 0,0232 2,1
021 3,6:107 0,93 221 0,0017 2,8
022 3,9-107 1,2 222 54107 3,5
023 1,8:107 1,6 223 7,0-107 4,2
030 42107 0,94 230 0,0022 2,9
031 1,4-10° 1,3 231 2,1-10™ 3,6
032 2,0-10° 1,6 232 8,6:10° 4.4
033 1,2-10°1° 1,9 233 1,4-107 5,3
100 * 0,3920 0,36 300 * 0,3410 2,3
101 ** 0,0062 0,72 301 * 0,0310 3,9
102 5,6:107 1,1 302 0,0016 6,4
103 2,4-107 1,5 303 43107 9,5
110 * 0,0645 0,73 310 * 0,3743 4,3
111 0,0018 1,1 311 * 0,0658 7,5
112 2,4-107 1,5 312 0,0065 12
113 1,4-107 1,9 313 3,2:10™ 16
120 ** 0,0063 1,1 320 * 0,3282 9,3
121 2,510 1,5 321 * 0,1251 15
122 44-10° 2,0 300 ** 0,0247 21
123 3,2:10° 2.4 323 0,0024 29
130 3,0-10™ 1,6 330 * 0,3659 24
131 1,6:107 2,0 331 * 0,4277 46
132 3,6:107 2,4 332 * 0,4444 110
133 3,2:107 2,9 333 >110
* 1. kategoria. Az esetek 95%-aban eléfordul
*x 2. kategoria. Az eseteknek csak 4%-aban fordul eld.

A 6./1. tablazatban feltiintetett Pnax értékek alapjan egyértelmii, hogy az elméletileg lehetséges
kulcsszamok koziil csak néhany, a tablazatban vastagon jeldlt kombinacod bir gyakorlati
jelentdséggel. Ezek a kovetkezok: 100, 200, 210, 300, 310, 320 és 321.

A 330, 331 ¢és 332 gyakorlatilag megegyezik az eggyel nagyobb higitasbol szdrmazo 300,
310 ¢és 320 kulcsszamokkal. Minden més kombinacid igen nagy valoszintiséggel befertdzddés,
vagy helytelen higitas kovetkezménye.
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Az MPN ¢értékek konfidencia-intervallumanak meghatdrozasahoz szorzéfaktorokat
haszndlunk, melyeket a higitasi lépték és a higitasonkénti parhuzamos leoltdsok szaméanak
fliggvényében a 6./2. Tablazatban foglaltunk Gssze. A szorzo-faktorok a higitdsbol eredd hibat
nem tartalmazzak.

6./2. Tablazat. Az MPN értékek 95%-o0s konfidencia-intervallumanak szorzo-faktorai.
Parhuzamos Higitasi 1épték
leoltasok szama 2 4 5 10
higitasonként
1 4,0 7,14 8,32 14,45
2 2,67 4,00 4,47 6,61
3 2,23 3,10 3,39 4,68
4 2,00 2,68 2,88 3,80
5 1,86 2,41 2,58 3,30
10 1,55 1,86 1,95 2,32
6.1. Példa

Tejminta coliform szamanak meghatarozasat végezziik hatarhigitasos modszerrel. Tizes
higitasi 1éptéket és higitdsonként 3-3 parhuzamosban 1-1 ml-nyi leoltast alkalmazva, az aldbbi
eredményeket kaptuk.

Higitasi szint Coliform
1. +++
2. +++
3. +--
4. ---
5. ---

A 2., 3. és 4. higitas eredményeit figyelembe véve a kulcsszam: 31 0.
A 310 kulcsszdmnak megfeleld6 MPN érték a 6./1. tablazatbol kikeresve: MPN =4,3.

Az eredeti minta coliform szamanak legvalosziniibb értéke: 4,3-10%/ml.

A meghatarozott coliform szam konfidencia-intervallumanak kiszamitasdhoz a 6./2.
Tablazatbol keressiik ki a szorzo-faktort. Ennek értéke 10-es higitasi 1épték és higitdsonként 3
parhuzamos leoltas esetén 4,68.

A konfidencia-intervallum also6 és felsé hatarat megkapjuk, ha az MPN értéket osztjuk és
szorozzuk a megfeleld faktorral, melynek értéke esetliinkben 4,68.

Alsé hatar:  4,3/4,68 = 0,92 Fels6 hatar:  4,3-4,68 =20,12

A tejminta coliform szama 95%-os biztonsaggal az alabbi savba esik:

9,2:10' < MPN < 2,0-10°
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Kisérlettervezési szempontok

A szokasos mikrobiologiai gyakorlatban alkalmazott tizes higitasi 1épték és higitasonként
3 péarhuzamos leoltas esetén a konfidencia-intervallum szamitdsdhoz hasznalt 4,68-as szorzo-
faktor egy nagysagrendnél szélesebb (4,68° = 21,9) konfidencia-savot eredményez. A széles
konfidencia-intervallum miatt az MPN moddszer alkalmazésa csak specialis esetekben indokolt.
Tovéabbi problémat jelenthet, hogy az MPN értékek kvantaltak, gyakorlatilag csak 4-5
szamértéknek van jelentOsége, ezért nem kezelhetd folytonos valoszinliségi valtozoként. Az
adatok matematikai-statisztikai feldolgozasakor ez elméleti problémakat okozhat.

Az MPN modszer alkalmazasanak indokai.:
e [gényes mikroorganizmusok szaporodasa leves-tenyészetben jobb, mint agaron.
e Kicsi (10 alatti) sejtszamok biztonsagos kimutatasa csak MPN modszerrel oldhatéo meg.
e Leves-tenyészeteket alkalmazva lehetdségiink van a gazképzdodés indikalasara és egyes
biokémiai reakciok kozvetlen elvégzésére.

Nem célszerii MPN modszert alkalmazni az alabbi esetekben:
e Egy nagysagrendnél kisebb mikrobaszadm-valtozasok nyomonkdvetése.
e Nagysagrenden beliili adatok folytonos valdsziniiségi valtozét igényld matematikai-
statisztikai kiértékeléséhez MPN alapadatok nem hasznalhatok.
e Amikor fennall a csovek befertdzodésének lehetdsége.

6.2. LEMEZONTESES ES FELULETI SZELESZTESES MODSZER

A vizsgalandd anyagbo6l alap-szuszpenziot készitlink, majd higitasi sort. A higitasi sor
tagjaibol lemezt Ontiink, vagy eldre kiontott €és megszilardult lemezek feliiletére szélesztliink. A
sziikséges inkubalas utdn a kifejlodott telepeket megszamoljuk, majd a telepszamok €s a higitasi
szint ismeretében kiszamitjuk a minta sejtszamat.
A minta sejtszdmanak (N) szamitasa a kovetkezo:

N = Ho"(V/v)"Ny/v;

ahol Hp:  az alap-szuszpenzid higitési szintje (altaldban 10)
V/v:  ahigitasi lépték (V = higitooldat + inokulum, v = inokulum, V/v éltalaban 10)

h: a higitasi szintek szama (tetszélegesen valtoztathat6)
N¢: A h-adik higitési szintnél leolvasott telepszam
Vi A Petri csészére felvitt inokulum mennyisége (lemezontésnél altalaban 1,0 ml,

szélesztésnél 0,1 ml)
Ha az alap-szuszpenzi6 is 10-szeres higitasu, ugy ezt tekintjiik a higitasi sor els6 tagjanak.

A modszer hibaforrasai az alabbiak.
Alap-szuszpenzi6 készitésének hibaja
Higitési hiba

Lemezre-vitel hibaja
Sejtszam-eloszlas hibaja

81



Az alap-szuszpenzio készitésénél (amennyiben erre sziikség van) altalaban 10 g-ot mériink be 90
ml higit6 folyadékba. Ennek a beméréses eljarasnak a hibaja a tobbi 1épéshez képest
elhanyagolhato.

A higitasi hiba a pipettazott térfogatok (altaldban 1,0 ml) hib4janak halmozodéasabal all.

e A higité-pipettak (v=1,0 ml) atlagos szordsa: o, = 0,03ml, c/v=0,03.
e A higit6é kozeg térfogatanak (V = 10 ml) atlagos szorésa: ov=03ml ov/V=0,03
e A lemezre vitel hibdja a pipettahibabol adodik: oy; = 0,03 ml. o,/v=10,03.

ON— \/N

o A sejtszam-eloszlas hibdja a sejtszdmok Poisson-eloszlasabol kdvetkezden:

A telepszamok (colony forming units, CFU) szérdsa (SD), relativ szorasa (CV%) és 95%-os
konfidencia-intervalluma a 6./3. Tablazatban talalhato.

6./3. Tablazat. Telepszamok relativ szorasa €s konfidencia-intervalluma

CFU Standard Deviation Konfidencia-intervallum
SD = /N CV (%) 2-SD (%)
2 1,41 70,5 +2,8 % + 141 *
5 2,24 44,8 +448 * + 89,6 *
10 3,16 31,6 +6,32 * +632*
20 4,47 22,4 + 8,94 +4438
40 6,32 15,8 +12,6 +31,6
60 7,75 12,9 + 15,5 +25,8
80 8,94 11,2 +17,9 +22.4
100 10,00 10,0 + 20,0 + 20,0
150 12,25 8,17 + 24,5 +16,3
200 14,14 7,07 + 28,3 + 14,1
250 15,81 6,32 + 31,6 +12,6
300 17,32 5,77 + 34,6 +11,5
400 20,00 5,00 + 40,0 + 10,0
500 22,36 4,47 +44,7 + 8.9
1000 31,62 3,62 + 63,2 +6,3

*: Csak t4jékoztatd érték. Korrekt modon Poisson-eloszlasbol szamithatd, aszimmetrikus
konfidencia-intervallum.

A szazalékban kifejezett szorasértékeket a 6./2. dbra szemlélteti. Az abran bejeldltik azt a
tartoményt, amelyet altaldban az értékeléshez eldirnak. Ez a 30 és 300 kozotti telepszamok
tartoménya. Ez alatt a relativ szérds erdsen nd, folotte pedig a telepek kifejlddése mar gatolt és
jelentdssé valik a szamlalasi hiba is.
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Telepszamok relativ szérasa
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6./2. abra Telepszamok relativ szorasa

A lemezontéses modszer ered0 hibdjat az Osszes hibaforras figyelembevételével a
hibaatszarmaztatas torvényszeriiségeinek alapjan szamithatjuk ki.

Az eredeti sejtkoncentracio kiszamitdsara szolgalo Osszefliggés: (N = Ho'(V/V)h'Nt/Vi ) helyett
annak logaritmusaval szamolunk. A logaritmikus transzformacio célja a szorasok sejtszamtol
valo fiiggetlenségének és homogenitasanak biztositasa.

IgN=IgHy+h(gV-Ilgv)—Igvt+Ig N,

Az ered6 szorasnégyzet a kovetkezd modon szdmithato:

2

, [oen 7T [mgN T {(NgN T olgn P [olgN

ClN=|——0p | +|——0, | + o, | + o, | +———0,
OH oV ov ov, ON,

Amint a fentiekben emlitettilk az alap-szuszpenzi6 készitésének hibajat elhanyagoljuk, csak a
tobbi 1épéssel foglalkozunk.
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Kifejtve a valtozok szerinti parcialis derivaltakat:

) no1 P no1 A o1 T ool 2
G lgN — ._.JV + ._.O-v + — ._.th + '_.GNZ»
2303 1 2303 v 2303 v, 2303 N,

2 1 2 UI% 03 Uvzt U]%ft
ClgN = 1h™| —+ +——+—
£ 2,303 2ot v N?

A fenti Osszefliggés zarojelében 1évo elso tag a higitds, a masodik a lemezre-vitel, a harmadik
pedig a telepszam-eloszlas €és szamlalas hibajat reprezentélja.

Behelyettesitve az egyenletbe az egyes tagokra jellemzd, megadott 0,03 relativ szoras értéket:

2
n = ———{ h2{0.03% +0,032)+ 0,032 + T2
2,303

t

Kiszamitva az értékeket:

2
GzlgN = % h2'1,8'10_3 n 9.10_4 +O-_1\;t
2,303

t

Figyelembe véve, hogy a Poisson eloszlasu telepszamnal o*y = N és a szamlalas hibajat 10%-nak
véve czsmml, =0,01'N, a telepszdm-eloszlés ¢s —szamlalas egyiittes relativ hibaja:

2 2
0,01-N
a,\g:Nt+,2 ’:1+0,01

N, N; N,

Behelyettesitve megkapjuk a lemezontéses eljarassal meghatarozott IgN értékek szorasnégyzetét:

GzlgN = ! > }12'1,8'10‘3 +9107% +L+ 0,01
2,303

] t

A zérdjelen beliili els6 tag a higitds, a masodik a felvitel, a harmadik a telepszdm-eloszlas, a
negyedik pedig a telepszamlalas hibajat adja meg.
Az 0sszefliggésbol jol lathatd, hogy az eredd szorasnégyzet értéke a higitassal négyzetesen no,

mig a telepszdmmal reciprok Osszefliggésben all. A felviteli és a szadmlalasi hiba kozel
allandonak tekinthetd, melyen beliil a felviteli hiba jelentdsen kisebb.
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A lemezontéses modszer eredd hibajat (oien) a kiilonbozd higitasokban meghatarozott
telepszamok fiiggvényében a 6./4. Tablazat tartalmazza és a 6./3. abra szemlélteti.

6./4. Tablazat. Lemezontéses, vagy feliileti sz€lesztéses modszer hibdja (h = higitési szint).

OlgN
N h=1 h=5 h=10
1 0,4369 0,4461 0,4738
2 0,3109 0,3237 0,3609
5 0,2002 0,2196 0,2714
10 0,1458 0,1714 0,2342
15 0,1223 0,1520 0,2203
20 0,1087 0,1413 0,2131
30 0,0932 0,1297 0,2056
50 0,0785 0,1196 0,1994
70 0,0713 0,1150 0,1967
100 0,0654 0,1115 0,1946
150 0,0604 0,1086 0,1930
200 0,0578 0,1070 0,1922
Lemezontés hibaja
0,5
0,4
3
S 03
o 0,2 =
)
———
0 T T T T T T T I
0 50 100 150 200
—e—h=1 —a—h=5 —.—h:m\ Telepszam

6./3. abra.
Lemezontéses él6sejtszam-meghatarozas hibaja (h = higitasi szint).
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6.3. HATARHIGITASOS ES LEMEZONTESES MODSZEREK OSSZEHASONLITASA

Az ¢€l6sejtszam-meghatarozasi modszerek osszehasonlito értékelése alapjan egyértelmiien
eldonthetd, hogy azok milyen feltételek mellett, milyen sejtszam-tartomanyban és milyen
megbizhatosaggal alkalmazhatok. Az 6sszehasonlitod értékelést a 6./5. Tablazat tartalmazza.

6./5. Tablazat. ElSsejtszam-meghatarozasi modszerek dsszehasonlitd értékelése.
Lemezontés Hatarhigitas
Torzitas Nem torzit. Esetenként 50% torzitas.
Véletlen hiba elméleti értéke oieN = 0,15 oieN = 0,50
Egyetlen adat esetén a becslés AlgN ==£0,3 AlgN=+1
pontossaga
Hibaforras A higitési hiba a dontd Az eloszlasi hiba a dontd
Hibacsokkentés lehetosége Parhuzamos higitasi sorok Parhuzamos leoltasok
alkalmazasa alkalmazasa
Célszerii alkalmazasi N>30 N<30
tartomdny

Kisérlettervezési szempontok

Az ¢€l0sejtszam-meghatarozasi modszerek megvalasztasanak szempontjairdl a modszerek
ismertetésénél mar szoltunk. Itt csupan a parhuzamosok megvalasztasara utalunk.

Parhuzamos vizsgalatokat a meghatarozdsi modszer azon pontjanal kell bedllitani,
amelyek a legnagyobb hibaforrast jelentik. Lemezontéses eljdrasnal ez a higitas, ezért a
kiindulasi higitasi sorok szamat kell novelni és nem az azonos higitasbol valo leoltasokat.
Célszerl eljaras: két parhuzamos higitasi sor, higitasonként 1-1 lemez ontésével. A kiilonbozd
higitasoknal figyelembe vett telepszamokbdl lehetéleg a 30-300 tartomadnyba esdket vegyiik
figyelembe. Ha ez két higitasi szintnél is teljesiil, akkor a 6.2. Példa szerint jarunk el.

6.2. Példa

Lemezontéses eljaras soran egyetlen higitasi sorbdl az alabbi eredményeket kaptuk:
3. higitasban 320 telepszam, 4. higitasban 28 telepszam. Mindkét telepszam a jol értékelhetd
tartomany széléhez kozelit, ezért mind a kett6t figyelembe vessziik. Az eredeti szuszpenziod
mikrobaszama (N) az alabbi Osszefiiggéssel szamithato:

N= 2N

v (n, +0,1n, }d

ahol N; az Osszes leszamolt telep,
n; a kisebbik higitasban figyelembevett Petri csészék szdma, esetiinkben 1.
n, a kovetkez6 higitasban figyelembe vett Petri csészék szama, szintén 1.
Vi az inokulum mennyisége, esetiinkben 1 ml.
d a kisebbik higitasi szint higitasi faktora, a 3. higitasban 10~.

- 320+ 38 5 16109ml.
1:(1+0,11)10" L1110~

Behelyettesitve a kapott telepszamokat:
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6.4. MODSZER ISMETELHETOSEGENEK ES REPRODUKALHATOSAGANAK MEGHATAROZASA

Egy analitikai eljards mérési bizonytalansaganak két legfontosabb jellemzdje az
ismételhetdség €s a reprodukalhatdsag.

Ismételhetoség alatt altaldban az azonos laboratoriumon beliil, azonos eszkozokkel, azonos
személy altal azonos idOben végzett meghatarozasok eredményei kozotti egyezés mértékét értjuk.
Jellemzésére a parhuzamos vizsgalatok szorasa (sy) szolgal, értéke a véletlen hatasokat tiikkrozi.

Reprodukalhatosag alatt altalaban a kiilonb6zo laboratoriumok altal, de laboratoriumon beliil az
ismételhetdségnek megfeleléen végzett meghatdrozasok eredményei kozotti egyezés meértékét
értjiik. A reprodukalhatdsagra jellemz0 szoras (sgr) a véletlen hatdsokra (s,) €s a laboratoriumok
kozotti eltérésekre visszavezethetd (sy, ) szorasok ereddjeként hatarozhatd meg:

2 _ 2 2
Sp =8, +5;

Az analitikai teljesitményjellemzdk esetében néha megkiilonboztetik a laboratériumon beliili
reprodukalhatosdagot is, melyen altalaban az azonos laboratoriumon beliil eltéré eszkozokkel,
személyekkel végzett vizsgalatok eredményei kozotti egyezés mértékét értik. Nyilvanvalo, hogy
ebben az esetben a véletlen hatdsok mellett az eszkozok €s a személyek kozotti eltérésbol eredd
hatasok is érvényesiilnek.

Egy modszer ismételhetdsége egyetlen laboratoriumon beliil is meghatarozhat6 parhuzamos
mérésekkel, ez az érteék azonban csak az adott laboratorium eredményeire lesz jellemz6. Mas
laboratériumban esetleg kisebb, vagy nagyobb szorassal dolgozhatnak.

Egy analitikai eljards reprodukalhatosdganak meghatdrozasa csak laboratoriumok kozotti
modszer Osszehasonlité vizsgalatok alapjan végezheté el. Korrekt kivitelezése gondos
kisérlettervezést €s altalaban variancia-analizissel valo kiértékelést igényel.

Kisérlettervezési szempontok
A laboratoriumok kozotti modszer 6sszehasonlitd vizsgalat célja a véletlen hiba atlagos

értekének meghatdrozdsa mellett a laboratoriumok kozotti eltérésekre jellemzd hiba
meghatarozasa. A kétféle hiba (illetve szorasérték) felhasznaldsaval a modszerre jellemzé
reprodukélhatosag kiszamithatd. A kiértékelés egytényezOs variancia-analizissel végezheto el,
ezért az alapadatoknak ki kell elégiteniiik a variancia-analizis feltételeit:

o Az eredmények a kezelésektdl eltekintve fiiggetlenek legyenek egymastol.

o Az egyes kezeléseken beliil az eredmények eloszlasa normalis legyen.

e A kezeléseken beliili véletlen szorasnégyzetek kozott ne legyen szignifikans kiilonbség.

A véletlen hiba meghatirozasanal alkalmazandé parhuzamosok szamanal vegyiik
figyelembe, hogy a véletlen szorasnégyzet szabadsagi foka k-(p-1), ahol esetiinkben k a
laboratoriumok, p pedig a laboratdériumon beliili parhuzamosok szama. Mivel az F-proba
érzékenysége a nevezd 10 feletti szabadsagi fokaindl lecsokken, 5-nél tobb kezelés esetén a
kezeléseken beliili pairhuzamosok szamat nem érdemes 3-nal nagyobbra valasztani.
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6. 3. Példa

Lemezontéses modszer ismételhetoségének és reprodukdlhatosaganak meghatdrozdsa
pasztortej osszes mikrobaszamadra vonatkozoan

A 20 laboratorium részvételével szervezett modszer 6sszehasonlitdo vizsgalathoz egy referencia
laboratorium 4altal kiadott pasztortej mintdkat hasznaltunk fel. A vizsgalatok céljara a mintak
csak abban az esetben haszndlhatok, ha azok homogenitasardl eldzetesen meggydzddtiink.
Homogenitas alatt ebben az esetben azt értjiik, hogy nincs kozottiik kiugroéan nagy vagy kis érték,
amely a feltételezett normalis eloszlastol eltérne.
A variancia-analizis feltételeit az alabbiak szerint biztositottuk.
e Az alapadatok normalis eloszlasa érdekében a milliliterenkénti sejtszamok logaritmusat
hasznaltuk a szamitasokhoz.
o A kiugré értékek vizsgalatdhoz Grubbs tesztet alkalmaztunk.
e A szoérasok homogenitasat (kiugroan nagy szorasok vizsgalatat) Cochran probaval
ellendriztiik.

Kiadott mintak homogenitdsanak vizsgdlata

A vizsgélatokra készitett mintakbol 8 mintaelem mikrobaszamat meghatdrozva, azok
alapadatait a 6./6. tablazatban foglaltuk 6ssze.

6./6. Tablazat. Pasztértej mintdk mezofil aerob 0sszes mikrobaszdma. N cfu/ml.

1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8.
N 32'10* | 4,6'10* | 3,8°10° | 52°10° | 2,6'10" | 4,510" | 2,4'10* | 3,7'10
lg N 4,51 4,66 4,58 4,72 4,41 4,65 4,38 4,57

A kiugro értékek probajat a Ig N értekekre végezziik el.

Lehetdségiink van Dixon- vagy Grubbs-probat alkalmazni.

A Dixon-proba a Fiiggelék 9. tdblazat alapjan elvégezhetd, az aldbbiakban a Grubbs probat
ismertetjiik.

Kiugro érték vizsgalata Grubbs probaval

A proba lehetdséget ad egy, vagy két legkisebb, illetve legnagyobb érték vizsgalatara.
Az n db vizsgalandé értéket novekvo sorrendbe allitva 1-t61 n-ig, attdl fiiggben, hogy egy vagy
két kiugro értéket vizsgalunk, a kovetkezd szamitasmenetet alkalmazzuk.

Eoy kiugro erték vizsgalata esetén

=l

1 n
— S x. =456 =
; ;xl , S
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(x, —X)

N

Legnagyobb értéket vizsgalva: Gn=

_ (;_X1)
S

Legkisebb értéket vizsgalva: G,

Amennyiben G szamitott értéke nagyobb, mint a Fiiggelék 10. Téblazat egy kiugro értékre
vonatkoz6 tablazatos értéke, a vizsgalt adat az adott valosziniiségi szinten kilég a normalis
eloszlasbol.

Esetiinkben csupan a 1g N = 4,38 érték gyanithato kiugroan kicsinek, a tobbi adathoz képest
Kiszamitva G, értékét:

(4,56 4,38) _

G1 =
0,1205

1,440

G szamitott értéke kisebb, mint az n=8, a=5% paraméterekhez tartoz6d Gy, = 2,126 érték, tehat a
mintdk Ig N értékei homogénnek tekinthetdk.

Keét kiugro érték vizsgalata esetén

Legnagyobb értékeket vizsgalva:

1 n-=2 n _ n—=2
- _ _ 2 2 2
n—ln 7 X So — Z(‘xi —X) Sn—l,n - (xz _x”_ln)
n—4i5 i=1 i=1
2
S
n—l,n
G= 2
So
Legkisebb értékeket vizsgalva:
1 n n _
- 2 2
X, =——=) X S, = Z(xi —X1,2)
n - 2 i=3 i=3
52
_ "2
G= 2
So

Amennyiben a szamitott G érték kisebb, mint a Fiiggelék 10. Téblazatban 1évd kritikus érték, a
két legnagyobb, vagy legkisebb adatot a normalis eloszlasbdl kiugronak tekintjiik.

Tekintettel arra, hogy a mintaelemek egy kiugré adatot vizsgalva a fentiekben homogénnek
bizonyultak, ezt a prébat nem végezziik el.

89



Laboratoriumok kozotti modszer dsszehasonlito vizsgalatok eredményeinek értékelése

A vizsgélatra kiadott mintdk homogenitasa alapjan nem volt elvi akadalya a laboratoriumi
eredmények kiértékelésének.

A laboratoriumok altal mért sejtszamok logaritmikus transzformécidja utan elvégeztiik az
egyes laboratoriumok altal megadott parhuzamos eredmények szorasdnak 0sszehasonlitasat.

6./7. Tablazat. Laboratoriumi eredmények (Ig N)
Laboratérium Ig N Atlag S?
1. 4,41 4,54 4,53 4,493 0,005233
2. 4,62 4,71 4,79 4,707 0,007233
3. 4,56 4,73 4,81 4,700 0,0163
4, 4,26 4,43 4,49 4,393 0,014233
5. 4,63 4,71 4,36 4,567 0,03363
6. 4,79 4,54 4,62 4,650 0,0163
7. 4,93 4,97 4,88 4,927 0,002033
8. 4,51 4,45 4,61 4,523 0,006533
9. 4,72 4,62 4,56 4,633 0,006533
10. 4,68 4,79 4,71 4,727 0,003233
11. 4,49 4,57 4,61 4,557 0,003733
12. 4,67 4,79 4,72 4,727 0,003633
13. 4,49 4,45 4,52 4,487 0,001233
14. 4,67 4,71 4,72 4,700 0,0007
15. 4,45 4,52 4,67 4,547 0,012633
16. 4,76 4,56 4,59 4,637 0,011633
17. 4,46 4,54 4,59 4,530 0,0043
18. 4,79 4,63 4,69 4,703 0,006533
19. 4,71 4,67 4,51 4,630 0,0112
20. 4,66 4,76 4,58 4,667 0,008133
Osszeg 92,505 0,174992
Atlag 4,6225 0,00875
Szoras 0,0935

Megvizsgaltuk, hogy a laboratoriumokon beliili parhuzamos mérések szorasnégyzetei kozott
nincs-e kiugréan nagy érték. Erre a célra az azonos szamu parhuzamosok esetén hasznalhato
Cochran-probat alkalmaztuk.

Kiugroan nagy szorasnégyzet vizsgalata Cochran probaval

Probastatisztika: C= "7

Ahol s’ alegnagyobb szordsnégyzet, p a laboratériumok széma

90




Amennyiben C szamitott értéke kisebb, vagy egyenld a Filiggelék 8. Tablazatban 1évd kritikus
értéknél, a szorasok homogenitasa az adott valoszinliségi szinten elfogadhato.

Kiszamitva C értékét:
= 00163 0031
0,174992

A 20 laboratorium, 3 parhuzamos és a=5% els6faju hibahoz tartozo kritikus érték: 0,270, ennél a
szamitott hanyadosunk kisebb, tehat a szorasok homogenitasanak hipotézisét elfogadjuk.

Mivel a parhuzamos vizsgalatok szorasaban kiugré értéket nem taldltunk, a variancia-analizisben
az Osszes laboratérium minden adatit felhasznaltuk. (Kiugrd adatok esetében az illetd
laboratoriumot ki kell hagyni az értékelésbdl.)

Az egytényezOs variancia-analizis szamitdsmenete teljes mértékben megegyezik a 4.13. példaban
ismertetett eljarassal. Az eredményeket a 6./8. Tablazatban foglaltuk dssze.

6./8. Tablazat. Variancia-tablazat.

Variancia forras Négyzetosszeg | Sz.. fok S* F Szign. szint
Osszes 1,1361 60-1=59
Laboratoriumok kozott 0,7861 20-1=19 0,04137 4,773%** 0,0000
Laborat6riumon beliil 0,3500 40 0,00875 = Sy’

Az F-proba kritikus értékei a szamlalo 19, a nevezd 40 szabadsagi fokanal: Fose,=1,85, Foge, =2.,4

A szamitott érték ennél jelentdsen nagyobb, ezért megallapithatjuk, hogy a laboratéoriumok
atlagértékei kozott szignifikans kiilonbség van.

A szignifikancia-szint jelolésére a szamitott F érték utan tett csillagok utalnak. Egy csillag
95, két csillag 99, harom csillag 99,9%-os valdszinliségii szignifikans eltérésre utal.

Esetlinkben a szamitogépes program altal megadott szignifikancia-szint 0,0000, ami azt
jelenti, hogy a szignifikdns kiilonbség valoszinlisége 99,99% feletti (0,01% elséfaja hiba
megengedése mar szignifikans eltérést eredményez. Microsoft Excel programmal szamolva a
szignifikancia-hatarhoz tartozé els6faji hiba pontos értéke o = 0,00177%).

Az atlagértékek kozotti legkisebb szignifikans kiilonbség (LSD) szdmitasa:

LSD =t ’SOZE Zt‘so'\/z )
p p

So> a véletlen szorasnégyzet, p pedig az sszehasonlitando kezeléseken beliili parhuzamosok
szdma. A tablazatos ¢ érték szabadsdgi foka mindig a véletlen szorasnégyzet szabadsagi foka.
A 40-es szabadsagi fokhoz és 95% kétoldali valdszinliségi szinthez tartozo érték: t=2,02.
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So = /0,00875 =0,0935
Az atlagértékek kozotti legkisebb szignifikans differencia:
LSD =2,02:0,0935:+/2/3 = 0,1542
Az atlagértékek 95%-os kondfidencia-intervalluma:

A=t S0 —yggp 2093
NG

Jn

A variancia-analizis eredményeit a 6./4. dbra szemlélteti, amelyen a kiilonb6zo
laboratoériumokhoz tartozé atlagértékeket és azok kozos konfidencia-intervallumat tiintettiik fel.
A konfidencia-intervallumok esetenként atfedhetik egymast, de ez még nem jelenti azt, hogy
nincs szignifikans kiilonbség a két atlagérték kozott. A legkisebb szignifikdns kiillonbség
szamitott értéke az atlagértékek kozotti kiillonbségre vonatkozik és nem a konfidencia-hatarokra.

==+0,109

Mikrobaszam atlagértékek

5,2

5
e } .

= 4,6 -
244
4,2 -

=
=RN

3,8 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
12 3 4 5 6 7 8 910 111213 141516 17 18 19 20

Laboratériumok

6./4. abra

Mikrobaszam atlagértékek 95%-os konfidencia-intervallumai

A mikrobaszdm meghatarozas ismételhetdségét és reprodukalhatosagat a variancia-tablazatban
Osszefoglalt értékekbdl hatarozhatjuk meg.
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Ismételhetoség

Az ismételhetOségre jellemzd szorasnégyzet a variancia-analizisbol szamitott maradék
szorasnégyzet:

Sr2 = 802
S, =0,0935

Ismételhetdségi koriilmények kozott, laboratériumon beliil megengedhetd legnagyobb eltérés két
mérés kozott (r) a mérési eredmények legkisebb szignifikans differencidja alapjan szdmithato.

r=AlgN =tS:/2 =2,02'0,0935 "+/2 = 0,267

Reprodukalhatosag

A reprodukalhatosagra jellemzd szorasnégyzet a laboratoriumi hatisra és a véletlen hatasra
jellemz6 szoérasnégyzetek Osszegeként hatarozhatdo meg:

=52 4s
A laboratoriumok kozotti szoérasnégyzet variancia-analizisbdl meghatdrozott értékébdl a
laboratoriumi tiszta hatds a kovetkez6 mdodon hatarozhaté meg:
2 2
2= (51 —5,)
P
Ahol s, avariancia-tiblazat Laboratoriumok kozotti szorasnégyzete : s, = 0,04137

s’ a variancia-analizis maradék szorasnégyzete: s2=0,00875

p a laboratoriumokon beliili parhuzamosok szama: p =3

2 2
» _ (S —s)) 2
— LK r +Sr

' p

2 _ 2
Sp=8; +s

Behelyettesitve az adatokat a variancia-tablazatbol:

$2 = (0,04137-0,00875)

2 3 +0,00875=0,0109 + 0,00875 = 0,0196

Sk = 0,140
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Reprodukalhatésagi  koriilmények kozott, két laboratérium mérése kozott megengedhetd
legnagyobb eltérés (R) a mérési eredmények legkisebb szignifikdns differencidja alapjan
szadmithato.

R =AlgN =t-Sg-+/2 =2,02°0,140 "+/2 = 0,566
Elmeéletileg eldfordulhat olyan eset, hogy a laboratoriumok kozotti szoras kisebb a véletlen

szorasnal (a variancia-analizis F értéke kisebb 1-nél, s; negativnak adédna). Ilyenkor a véletlen

hatdsok mellett a laboratériumok altal bevitt hiba elhanyagolhatd, az ismételhetdség és a
reprodukalhatosag szorasnégyzetére egyarant a maradék szorasnégyzet szolgal.
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MATEMATIKAI-STATISZTIKAI

TABLAZATOK
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Fiiggelék 1./a. Tablazat. Standardizalt normalis eloszlas eloszlasfiiggvénye. ®(-u) =1 - ®(u)

u ®D(u) u D(u) u D (u) u D(u) u D(u)

0,00 0,5000 | 030 0,6179 | 0,60 0,7257 | 0,90 08159 | 1,20 0,8840
0,01 0,5040 | 031 0,6217 | 0,61 0,7291 | 091 08186 | 1,21  0,8869
0,02 05080 | 032 0,6255| 0,62 0,7324 | 092 08212 | 1,22  0,8888
0,03 05120 | 0,33 0,6293 | 0,63 0,7357 | 093 08238 | 1,23  0,8907
0,04 05160 | 0,34 0,6331 | 0,64 0,7389 | 0,94 08264 | 1,24 0,8925

0,05 0,5199 | 035 0,6368 | 0,65 0,7422 | 095 0,8289 | 1,25 0,8944
0,06 05239 | 036 0,6406 | 0,66 0,7454 | 096 08315 | 1,26  0,8962
0,07 0,5279 | 0,37 0,6443 | 0,67 0,748 | 097 0,8340 | 1,27  0,8980
0,08 05319 | 038 0,6480 | 0,68 0,7517 | 098 08365 | 1,28  0,8997
0,09 0,5359 | 0,39 0,6517 | 0,69 0,7549 | 099 0,8389 | 1,29  0,9015

0,10  0,5398 | 0,40 0,655’4 | 0,70 0,7580 | 1,00 0,8413 | 1,30 0,9032
0,11 0,5438 | 041 0,6591 | 0,71 0,7611 | 1,01 0,8438 | 1,31  0,9049
0,12 0,5478 | 0,42 0,6628 | 0,72 0,7642 | 1,02  0,8461 1,32 0,9066
0,13 05517 | 043 0,6664 | 0,73 0,7673 | 1,03 0,8485 | 1,33  0,9082
0,14  0,5557 | 0,44 0,6700 | 0,74 0,7703 | 1,04 0,8508 | 1,34  0,9099

0,15 05596 | 045 0,6736 | 0,75 0,7734 | 1,05 08531 | 1,35 09115
0,16 0,5636 | 0,46 06772 | 0,76 0,7764 | 1,06 0,8554 | 1,36  0,9131
0,17 05675 | 047 0,6808 | 0,77 0,7794 | 1,07 08577 | 1,37 0,9147
0,18 0,5714 | 0,48 0,6844 | 0,78 0,7823 | 1,08 0,8599 | 1,38 0,9162
0,19 05753 | 0,49 0,6879 | 0,79 0,7853 | 1,09 08621 | 1,39  0,9177

0,20 0,5793 | 0,50 0,6915| 0,80 0,7881 | 1,10 0,8643 | 1,40 0,9192
0,21 0,5832| 0,51 0,6950 | 0,81 0,7910 | 1,11 08655 | 1,41  0,9207
0,22 0,5871 | 0,52 0,6985 | 0,82 0,7939 | 1,12 0,8686 | 1,42  0,9222
0,23 0,5910 | 0,53 0,7019 | 0,83 0,7967 | 1,13 08708 | 1,43  0,9235
0,24  0,5948 | 0,54 0,7054 | 0,84 0,7995 | 1,14 0,8729 | 1,44 00,9251

0,25 05987 | 0,55 0,7088 | 0,85 0,8023 | 1,15 0,8749 | 1,45 0,9265
0,26 0,6026 | 0,56 0,7123 | 0,86 0,8051 | 1,16 0,8770 | 1,46  0,9279
0,27  0,6064 | 0,57 0,7157 | 0,87 0,8078 | 1,17 08790 | 1,47  0,9292
0,28 0,6103 | 0,58 0,7190 | 0,88 0,8106 | 1,18 0,8810 | 1,48 0,9306
0,29 0,6141 | 0,59 0,7224 | 0,89 08133 | 1,19 08830 | 1,49 0,9319
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Fiiggelék 1./b. Tablazat. Standardizalt normalis eloszlés eloszlasfiiggvénye @(-u) =1 - ®(u)

u D(u) u D (u) u D (u) u D(u) u D(u)

1,50 09332 | 1,80 0,9641 | 2,10 09821 | 2,40 09918 | 2,70  0,9965
1,51 09345 | 1,81 0,9649 | 2,11 09826 | 2,41 09920 | 2,71  0,9966
1,52 09357 | 1,82 09656 | 2,12 09830 | 2,42 09922 | 2,72  0,9967
1,53 09370 | 1,83 0,9664 | 2,13 09834 | 2,43 09925 | 2,73  0,9968
1,54 09382 | 1,84 09671 | 2,14 09838 | 2,44 09927 | 2,74  0,9969

1,55 09394 | 1,85 09678 | 2,15 09842 | 245 09929 | 2,75 0,9970
1,56 09406 | 1,86 0,9686 | 2,16 09846 | 2,46 09931 | 2,76 09971
1,57 09418 | 1,87 0,9693 | 2,17 09850 | 2,47 09932 | 2,77 09972
1,58 09429 | 1,88 0,9699 | 2,18 09854 | 2,48 09934 | 2,78  0,9973
1,59 09441 | 1,89 0,9806 | 2,19 09857 | 2,49 09936 | 2,79 0,9974

1,0 09452 | 1,90 09713 | 2,20 09861 | 2,50 0,9938 | 2,80 0,9974
1,61 09463 | 191 09719 | 221 09864 | 2,51 09940 | 2,81 0,9975
1,62 09474 | 1,92 09726 | 2,22 09868 | 2,52 0,9941 | 2,82 0,9976
1,63 09484 | 193 09732 | 2,23 09871 | 2,53 09943 | 2,83  0,9977
1,64 09495 | 1,94 09738 | 2,24 09875 | 2,54 0,9945 | 2,84 0,9977

1,65 09505 | 195 09744 | 2,25 09878 | 2,55 09946 | 2,85 0,9978
1,66 09515 | 1,96 09750 | 2,26 09881 | 2,56 0,9948 | 2,86  0,9979
1,67 09525 | 197 09756 | 2,27 09884 | 2,57 09949 | 2,87  0,9979
1,68 09535 | 1,98 09761 | 2,28 09887 | 2,58 0,9951 | 2,88  0,9980
1,69 09545 | 1,99 09767 | 2,29 09890 | 2,59 09952 | 2,89  0,9981

1,70 09554 | 2,00 09772 | 2,30 09893 | 2,60 0,9953 | 2,90 0,9981
1,71 09564 | 2,01 09778 | 2,31 09896 | 2,61 09955 | 2,92  0,9983
1,72 0,9572 | 2,02 09783 | 2,32 09898 | 2,62 09956 | 2,94 0,9984
1,73 09582 | 2,03 09788 | 2,33 09901 | 2,63 09957 | 296  0,9985
1,74 0,9591 | 2,04 09793 | 2,34 09904 | 2,64 09959 | 2,98 0,9986

1,75 09599 | 2,05 09798 | 2,35 0,9906 | 2,65 09960 | 3,00 0,9987
1,76 0,9608 | 2,06 09803 | 2,36 0,9909 | 2,66 0,9961 3,2 0,9993
1,77 09616 | 2,07 0,9808 | 2,37 09911 | 2,67 0,9962 3.4 0,9997
1,78  0,9625 | 2,08 09812 | 2,38 09913 | 2,68 0,9963 3,6 0,9998
1,79 09633 | 2,09 0,9817 | 2,39 09916 | 2,69 0,9964 3.8 0,9999
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Fiiggelék 2. Tablazat.

Student féle t-eloszlas

Szf P Egyoldali kérdésfeltevés
75% 87.5% 95% 97.5% 99% 99.5%  99.9% 99.95%
1 1,000 2,41 6,31 12,7 31,82 63,7 318,3 637
2 0,816 1,60 2,92 4,30 6,97 9,92 22,33 31,6
3 0,765 1,42 2,35 3,18 4,54 5,84 10,22 12,9
4 0,741 1,34 2,13 2,78 3,75 4,60 7,17 8,61
5 0,727 1,30 2,01 2,57 3,37 4,03 5,89 6,86
6 0,718 1,27 1,94 2,45 3,14 3,71 5,21 5,96
7 0,711 1,25 1,89 2,36 3,00 3,50 4,79 5,40
8 0,706 1,24 1,86 2,31 2,90 3,36 4,50 5,04
9 0,703 1,23 1,83 2,26 2,82 3,25 4,30 4,78
10 0,700 1,22 1,81 2,23 2,76 3,17 4,14 4,59
11 0,697 1,21 1,80 2,20 2,72 3,11 4,03 4,44
12 0,695 1,21 1,78 2,18 2,68 3,05 3,93 4,32
13 0,694 1,20 1,77 2,16 2,65 3,01 3,85 4,22
14 0,692 1,20 1,76 2,14 2,62 2,98 3,79 4,14
15 0,691 1,20 1,75 2,13 2,60 2,95 3,73 4,07
16 0,690 1,19 1,75 2,21 2,58 2,92 3,69 4,01
17 0,689 1,19 1,74 2,11 2,57 2,90 3,65 3,96
18 0,688 1,19 1,73 2,10 2,55 2,88 3,61 3,92
19 0,688 1,19 1,73 2,09 2,54 2,86 3,58 3,88
20 0,687 1,18 1,73 2,09 2,53 2,85 3,55 3,85
21 0,686 1,18 1,72 2,08 2,52 2,83 3,53 3,82
22 0,686 1,18 1,72 2,07 2,51 2,82 3,51 3,79
23 0,685 1,18 1,71 2,06 2,50 2,81 3,49 3,77
24 0,685 1,18 1,71 2,06 2,49 2,80 3,47 3,74
25 0,684 1,18 1,71 2,06 2,48 2,79 3,45 3,72
26 0,684 1,18 1,71 2,06 2,48 2,78 3,44 3,71
27 0,684 1,18 1,71 2,05 2,47 2,77 3,42 3,69
28 0,683 1,17 1,70 2,05 2,47 2,76 3,41 3,67
29 0,683 1,17 1,70 2,05 2,46 2,76 3,40 3,66
30 0,683 1,17 1,70 2,04 2,46 2,75 3,39 3,65
40 0,681 1,17 1,68 2,02 2,42 2,70 3,31 3,55
60 0,679 1,16 1,67 2,00 2,39 2,66 3,23 3,46
120 0,677 1,16 1,66 1,98 2,36 2,62 3,17 3,37
0,674 1,15 1,64 1,96 2,33 2,58 3,09 3,29
50% 75% 90% 95% 98% 99% 99,8%  99,9%
Szf P Kétoldali kérdésfeltevés
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Fiiggelék 3. Tablazat. xz eloszlas P=1-0)
Szf. P %
1 2,5 5 10 90 95 97,5 99 99,9
1 1,510 9,8:10° 0,0039 0,0158 2,71 3,84 5,02 6,62 10,8
2 0,0201 0,051 0,103 0,211 4,61 5,99 7,38 9,21 13,8
3 0,115 0,216 0,352 0,854 6,25 7,81 9,35 11,3 16,3
4 0,297 0484 0,711 1,06 7,78 9,49 11,1 13,3 18,5
5 0,554 0,831 1,15 1,61 9,24 11,1 12,8 15,1 20,5
6 0,872 1,24 1,64 2,20 10,6 12,6 14,4 16,8 22,5
7 1,24 1,69 2,17 2,83 12,0 14,1 16,0 18,3 24,3
8 1,65 2,18 2,73 3,49 13,4 15,5 17,5 20,1 26,1
9 2,09 2,70 3,33 4,17 14,7 16,9 19,0 21,7 27,9
10 2,56 3,25 3,94 4,87 16,0 18,3 20,5 23,2 29,6
11 3,05 3,82 4,57 5,58 17,3 19,7 21,9 24,7 31,3
12 3,57 4,40 5,23 6,30 18,5 21,0 23,3 26,2 32,9
13 4,11 5,01 5,89 7,04 19,8 22,4 24,7 27,7 34,5
14 4,66 5,63 6,57 7,79 21,1 23,7 26,1 29,1 36,1
15 5,23 6,26 7,26 8,55 22,3 25,0 27,5 30,6 37,7
16 5,81 6,91 7,96 9,31 23,5 26,3 28,8 32,0 29,3
17 6,41 7,56 8,67 10,1 24,6 27,6 30,2 33,4 40,8
18 7,01 8,23 9,39 10,9 26,0 28,9 31,5 34,8 42,3
19 7,63 8,91 10,1 11,7 27,2 30,1 32,9 36,2 43,8
20 8,26 9,50 10,9 12,4 28,4 31,4 34,2 37,6 453
21 8,90 10,3 11,6 13,2 29,6 32,7 35,5 38,9 46,8
22 9,54 11,0 12,3 14,0 30,8 33,9 36,8 40,3 48,3
23 10,2 11,7 13,1 14,8 32,0 35,2 38,1 41,6 49,7
24 10,9 12,4 13,8 15,7 33,2 36,4 39,4 43,0 51,0
25 11,5 13,1 14,6 16,5 34,4 37,7 40,6 443 52,6
26 12,2 13,8 15,4 17,3 35,6 38,9 41,9 45,6 53,1
27 12,9 14,6 16,2 18,1 36,7 40,1 43,2 47,0 55,5
28 13,6 15,3 16,9 18,9 37,9 41,3 44,5 48,3 56,9
29 14,3 16,0 17,7 19,8 39,1 42,6 45,7 49,6 58,3
30 15,0 16,8 18,5 20,6 40,3 43,8 47,0 50,9 59,7
40 22,2 244 26,5 29,1 51,8 55,8 59,3 63,7 73,4
50 29,7 32,4 34,8 37,7 63,2 67,5 71,4 76,2 86,7
60 37,5 40,5 43,2 46,5 74,4 79,1 83,3 88,4 99,6
70 45,4 48,8 51,7 55,3 85,5 90,5 95,0 1004 1123
80 53,5 57,2 60,4 64,3 96,6 101,9 106,6 112,3 1248
920 61,8 65,6 69,1 73,3 107,6  113,1 118,1 124,1 137,2
100 70,1 74,2 77,9 82,4 118,5 1243 129,6 1358 1494
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Fiiggelék 4./a. Tablazat. F tablazat. P=95%

Szf Szamlalo szabadsagi foka

nevezd 1 2 3 4 5 6 8 10 15 20 30 50

1 161 200 216 225 230 234 239 242 246 248 250 252 254

2 9 19 19 19 19 19 19 19 19 19 20 20 20
3 10,1 96 93 91 90 89 88 88 87 87 86 86 85
4 77 69 6,6 44 63 62 60 60 59 58 58 57 56
5 6,6 58 54 52 51 50 48 47 46 46 45 44 44
6 6,0 51 48 45 44 43 42 41 39 39 38 38 37
7 56 47 44 41 40 39 37 36 35 34 34 33 32
8 53 45 41 38 37 36 34 34 32 32 31 30 29
9 5 43 39 36 35 34 32 31 30 29 29 28 27

10 50 41 37 35 33 32 31 30 29 28 27 26 25

12 48 39 35 33 31 30 29 28 26 25 25 24 23
14 46 3,7 33 31 30 29 27 26 25 24 23 22 2]1
16 45 36 32 30 29 27 26 25 24 23 22 21 20
18 44 36 32 29 28 27 25 24 23 22 21 20 19
20 44 35 31 29 27 26 25 24 22 2,1 20 20 L8

25 42 34 30 28 26 25 23 22 21 20 19 18 1,7
30 42 33 29 27 25 24 23 22 20 19 1,8 18 1,6
40 41 33 28 26 25 23 22 21 19 18 L,7 1,7 15
50 40 32 28 26 24 23 21 20 19 18 L,7 16 14
60 40 32 28 25 24 23 21 20 L8 1,8 L,7 1,6 14

80 40 3,1 27 25 23 22 21 20 18 1,7 1,6 1,5 13
100 39 31 27 25 23 22 20 19 1,8 1,7 16 1,5 13
3,84 3,00 2,60 237 221 2,10 194 1,83 1,67 1,57 1,46 1,35 1,00
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Fiiggelék 4./b. Tablazat. F tablazat. P=99%

Szf Szamlaloé szabadsagi foka

nevezd 1 2 3 4 5 6 8 10 15 20 30 50

1 4100 5000 5400 5600 5800 5900 6000 6000 6200 6200 6200 6300 6400

2 98 99 99 99 99 99 99 99 99 99 99 100 100
3 34 31 29 29 28 28 27 27 27 27 27 26 26
4 21 18 17 16 16 15 15 15 14 14 14 13 13
5 16 13 12 11 11 11 10 10 96 96 94 92 90
6 4 11 98 88 88 85 81 79 76 74 712 71 69
7 12 96 85 78 75 72 68 66 93 62 60 59 57
8 11 87 76 70 66 64 60 58 55 54 52 51 49
9 11 80 70 64 61 58 55 53 50 48 47 55 43

10 10 7,6 66 60 56 54 51 49 47 44 43 41 39

12 93 69 60 54 51 48 45 43 40 39 3,7 3,6 34
14 89 6,5 56 50 47 45 41 39 3,7 35 34 32 3,0
16 85 6,2 53 48 44 42 39 37 34 33 31 30 28
18 83 6,0 51 46 43 40 3,7 35 32 31 29 28 26
20 &1 59 49 44 41 39 36 34 31 29 28 26 24

25 78 56 47 42 39 36 33 31 29 27 25 24 22
30 76 54 45 40 3,7 35 32 30 27 26 24 23 20
40 73 52 43 38 35 33 30 28 25 24 22 21 1.8
50 72 51 42 37 34 32 29 27 24 23 21 20 1,7
60 7,1 50 41 37 33 31 28 26 24 22 20 19 16

80 70 49 40 36 33 30 27 26 23 21 19 18 15
100 6,09 48 40 35 32 30 27 25 22 21 19 1,7 14
6,64 4,60 3,78 3,32 3,02 2,80 2,51 232 2,04 1,88 1,70 1,52 1,00
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Fiiggelék 5./a. Tablazat.

Binomialis eloszlas konfidencia-intervallum hatarai. P=95%

n-k
k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Alsé hatar p,
0 - 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
1 0,025 0,013 0,008 0,006 0,006 0,004 0,004 0,003 0,003 0,003 0,002
2 0,158 0,094 0,068 0,053 0,043 0,037 0,032 0,028 0,025 0,023 0,021
3 0,292 0,194 0,147 0,118 0,099 0,085 0,075 0,067 0,060 0,055 0,050
4 0,398 0,284 0,223 0,184 0,157 0,137 0,122 0,109 0,099 0,091 0,084
5 0,478 0,359 0,29 0,245 0,212 0,187 0,167 0,151 0,139 0,128 0,118
6 0,541 0,421 0,349 0,299 0,262 0,234 0,211 0,192 0,177 0,163 0,152
7 0,590 0473 0,400 0,348 0,308 0,277 0,251 0,230 0,213 0,198 0,184
8 0,631 0,517 0444 0390 0,349 0,316 0,289 0,266 0,247 0,230 0,215
9 0,664 0,555 0,482 0428 0,386 0,351 0,323 0,299 0,278 0,260 0,244
10 0,692 0,587 0,516 0462 0419 0384 0,354 0329 0308 0,280 0,272
11 0,715 0,615 0,545 0492 0449 0413 0383 0357 0335 0,315 0,298
12 0,735 0,640 0,572 0,519 0476 0440 0410 0,384 0,361 0,340 0,322
13 0,753 0,661 0,595 0,544 0,501 0,465 0435 0,408 0,384 0,364 0,345
14 0,768 0,681 0,617 0,566 0,524 0,488 0457 0430 0,407 0,385 0,366
15 0,782 0,698 0,636 0,586 0,544 0,509 0478 0,451 0,427 0,406 0,386
16 0,794 0,713 0,653 0,604 0,563 0,529 0,498 0,471 0,447 0,425 0,405
17 0,805 0,727 0,669 0,621 0,581 0,547 0,516 0,488 0,465 0,443 0,423
18 0,815 0,740 0,683 0,637 0,597 0,564 0,533 0,506 0,482 0,460 0,440
19 0,824 0,751 0,696 0,651 0,612 0,579 0,549 0,522 0,508 0,467 0,456
20 0,832 0,762 0,708 0,664 0,626 0,593 0,564 0,537 0,513 0,492 0,472
n-k
k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Fels6 hatar p,
0 - 0,975 0,842 0,708 0,602 0,522 0,459 0,410 0,369 0,336 0,308
1 1,00 0,987 0,906 0806 0,716 0,641 0,579 0,572 0,483 0,445 0413
2 1,00 0,992 0932 0853 0,777 0,710 0,651 0,600 0,556 0,518 0,484
3 1,00 0,994 0947 0,882 0,816 0,755 0,701 0,652 0,610 0,572 0,538
4 1,00 0,995 0,957 091 0,843 0,788 0,738 0,692 0,651 0,614 0,581
5 1,00 0,996 0,963 0915 0,863 0813 0,766 0,723 0,684 0,649 0,616
6 1,00 0,996 0,968 0925 0,878 0,833 0,789 0,749 0,711 0,677 0,646
7 1,00 0,997 0,972 0933 0,891 0,849 0,808 0,770 0,734 0,701 0,671
8 1,00 0,997 0,975 0,940 0,901 0,861 0,823 0,787 0,753 0,722 0,692
9 1,00 0,997 0,977 0945 0,909 0872 0837 0802 0,770 0,740 0,711
10 1,00 0,998 0,979 0950 0916 0,882 0,848 0,816 0,785 0,756 0,728
11 1,00 0,998 0,981 0953 0,922 0,890 0,858 0,827 0,797 0,769 0,743
12 1,00 0,998 0,982 0957 0,927 0,897 0,867 0,837 0,809 0,782 0,756
13 1,00 0,998 0,983 0960 0,932 0903 0,874 0,846 0,819 0,793 0,768
14 1,00 0,998 0,984 0962 0936 0,909 0,881 0,854 0,828 0,803 0,779
15 1,00 0,998 0,985 0964 0939 0913 0,887 0,861 0,836 0,812 0,789
16 1,00 0,999 0,986 0966 0,943 0918 0,893 0,868 0,844 0,820 0,798
17 1,00 0,999 0,987 0968 0946 0,922 0,898 0,874 0,851 0,828 0,806
18 1,00 0,999 0,988 0,970 0,948 0,925 0,902 0,879 0857 0,835 0,814
19 1,00 0,999 0,988 0971 0,950 0,929 0,906 0,884 0,862 0,841 0,821
20 1,00 0,999 0989 0972 0953 0932 0910 0,889 0,868 0,847 0,827
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Fiiggelék 5./b. Tablazat. Binomialis eloszlas konfidencia-intervallum hatarai. P=95%

n-k

k 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Alsé hatar p,

0 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
1 0,002 0,002 0,002 0,002 0,002 0,001 0,001 0,001 0,000 0,001
2 0,019 0,018 0,017 0,016 0,015 0,014 0,013 0,012 0,012 0,011
3 0,047 0,043 0,040 0,038 0,036 0,034 0,032 0,030 0,029 0,028
4

5

0,078 0073 0,068 0,064 0061 0,057 0,054 0,052 0,050 0,047
0,110 0,103, 0,097 0,091 0087 0,082 0,078 0,075 0,071 0,068

6 0,142 0,133 0,126 0,119 0,113 0,107 0,102 0,098 0,094 0,090
7 0,173 0,163 0,154 0,146 0,139 0,132 0,126 0,121 0,116 0,111
8 0203 0,191 0,181 0,172 0,164 0,156 0,149 0,143 0,138 0,132
9 0231 0218 0207 0,197 0,188 0,180 0,172 0,165 0,159 0,153
10 | 0257 0244 0232 0221 0211 0202 0,194 0,18 0,179 0,173

11 | 0282, 0268 0266 0244 0234 0224 0215 0207 0,199 0,192
12 0326 0291 0278 0266 0255 0245 0235 0,227 0218 0211
13 0328 0313 0299 0287 0275 0264 0255 0,245 0237 0,229
14 | 0349 0334 0320 0,306 0,295 0283 0273 0264 0255 0247
15 | 0369 0353 0,339 0,325 0313 0302 0291 0281 0271 0263

16 | 0388 0372 0357 0,343 0331 0319 0308 0298 0288 0,280
17 | 0406 0389 0374 0,360 0,347 0335 0324 0314 0304 0295
18 | 0422 0406 0391 0376 0363 0351 0340 0329 0319 0310
19 | 0439 0422 0408 0,392 0379 0366 0355 0344 0334 0324
20 | 0454 0437 0421 0407 0393 0381 0369 0358 0,348 0,338

n-k

k 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Fels6 hatar p,

0 0,285 0,265 0,247 0,232 0,218 0,206 0,195 0,18 0,176 0,168
1 0,385 0,360 0,339 0,319 0,302 0,287 0,273 0,260 0,249 0,238
2 0,445 0428 0405 0,383 0364 0347 0,331 0,317 0,304 0,292
3 0,508 0,481 0,456 0434 0414 0,396 0379 0,363 0,349 0,336
4

5

0,551 0,524 0,499 0476 0456 0437 0419 0403 0,388 0,374
0,587 0560 0,535 0,512 0,491 0471 0453 0436 0421 0,407

6 0,617 0,590 0,565 0,543 0,522 0,502 0,484 0467 0451 0,436
7 0,643 0,616 0,592 0,670 0,549 0,529 0,512 0,494 0478 0,463
8 0,665 0,639 0,616 0,593 0,573 0,553 0,535 0518 0,502 0,487
9 0,685 0,660 0,636 0,615 0,594 0,575 0,557 0,540 0,524 0,508
10 0,702 0,678 0,655 0,634 0,614 0,595 0,577 0,560 0,544 0,528

11 0,718 0,694 0,672 0,651 0,631 0,612 0,594 0,578 0,561 0,546
12 0,732 0,709 0,687 0,666 0,647 0,628 0,611 0,594 0,578 0,563
13 0,744 0,722 0,701 0,680 0,661 0,643 0,626 0,609 0,594 0,579
14 0,756 0,734 0,713 0,694 0,675 0,657 0,640 0,624 0,608 0,593
15 0,766 0,745 0,725 0,705 0,687 0,669 0,653 0,637 0,621 0,607

16 0,776 0,755 0,736 0,717 0,698 0,681 0,665 0,649 0,634 0,619
17 0,785 0,765 0,745 0,727 0,709 0,692 0,676 0,660 0,645 0,631
18 0,793 0,773 0,755 0,736 0,719 0,702 0,686 0,671 0,656 0,642
19 0,801 0,782 0,763 0,745 0,728 0,712 0,696 0,681 0,666 0,652
20 0,808 0,789 0,771 0,753 0,737 0,720 0,705 0,690 0,676 0,662
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Fiiggelék 6./a. Tablazat. Poisson eloszlasi gyakorisagok konfidencia hatarai. P=95%

k=X k; Alséd Felsé k=Xk; Alsé Felsé k=X k; Alsé Felsé
hatar hatar hatar hatar hatar hatar
0 0,0 3,7 17 9,9 27,2 34 23,5 47,5
1 0,1 5,6 18 10,7 28,4 35 24,3 48,7
2 0,2 7,2 19 11,5 29,6 36 25,1 49,8
3 0,6 8,8 20 12,2 30,8 37 26,0 51,0
4 1,0 10,2 21 13,0 32,0 38 26,8 52,2
5 1,6 11,7 22 13,8 33,2 39 27,7 53,3
6 2,2 13,1 23 14,6 34,4 40 28,6 54,5
7 2,8 14,4 24 15,4 35,6 41 29,4 55,6
8 3,4 15,8 25 16,2 36,8 42 30,3 56,8
9 4,0 17,1 26 17,0 38,0 43 31,1 57,9
10 4,7 18,4 27 17,8 39,2 44 32,0 59,0
11 5,4 19,7 28 18,6 40,4 45 32,8 60,2
12 6,2 21,0 29 19,4 41,6 46 33,6 61,3
13 6,9 22,3 30 20,2 42,8 47 34,5 62,5
14 7,7 23,5 31 21,0 44,0 48 35,3 63,6
15 8,4 24,8 32 21,8 45,1 49 36,1 64,8
16 9,4 26,0 33 22,7 46,3 50 37,0 65,9

Fiiggelék 6./b. Tablazat. Poisson eloszlasu gyakorisagok konfidencia hatarai. P=99%

k=Y k; Alsé Fels6 k=X k; Alsé Felso k=X k; Alsé Fels6
hatar hatar hatar hatar hatar hatar
0 0,0 5,3 17 8,2 30,7 34 20,8 52,1
1 0,0 7,4 18 8,9 32,0 35 21,6 53,3
2 0,1 9,3 19 9,6 33,3 36 22,4 54,5
3 0,3 11,0 20 10,3 34,6 37 23,2 55,7
4 0,6 12,6 21 11,0 35,9 38 24,0 56,9
5 1,0 14,1 22 11,8 37,2 39 24,8 58,1
6 1,5 15,6 23 12,5 38,4 40 25,6 59,3
7 2,0 17,1 24 13,2 39,7 41 26,4 60,5
8 2,5 18,5 25 14,0 41,0 42 27,2 61,7
9 3,1 20,0 26 14,7 42,2 43 28,0 62,9
10 3,7 21,3 27 15,4 43,5 44 28,8 64,1
11 4,3 22,6 28 16,2 44,8 45 29,6 65,3
12 4,9 24,0 29 17,0 46,0 46 30,4 66,5
13 5,5 25,4 30 17,7 47,2 47 31,2 67,7
14 6,2 26,7 31 18,5 48,4 48 32,0 68,9
15 6,8 28,1 32 19,3 49,6 49 32,8 70,1
16 7,5 29,4 33 20,0 50,8 50 33,6 71,3
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Fiiggelék 7. Tablazat. A korrelacios egyiitthaté kritikus értékei

Szabadsagi a
fok 0.1 | 0.05 | 0.02 | 0.01 | 0.001
1 0,98760 0,99692 0,999507 0,999877 0,9999988
2 0,9000 0,95000 0,98000 0,999000 0,999900
3 0,8054 0,8783 0,93433 0,95873 0,99116
4 0,7293 0,8114 0,8822 0,91720 0,97406
5 0,6694 0,7545 0,8329 0,8745 0,95074
6 0,6215 0,7067 0,7887 0,8343 0,92493
7 0,5822 0,6664 0,7498 0,7977 08982
8 0,5494 0,6319 0,7155 0,7646 08721
9 0,5214 0,6021 0,6851 0,7348 08471
10 0,4973 0,5760 0,6581 0,7079 0,8233
11 0,4762 0,5529 0,6339 0,6835 0,8010
12 0,4575 0,5324 0,6120 0,6614 0,7800
13 0,4409 0,5139 0,5923 0,6411 0,7603
14 0,4259 0,4973 0,5742 0,6226 0,7420
15 0,4124 0,4821 0,5577 0,6055 0,7246
16 0,4000 0,4683 0,5425 0,5897 0,7084
17 0,3887 0,4555 0,5285 0,5751 0,6932
18 0,3783 0,4438 0,5155 0,5614 0,6787
19 0,3687 0,4329 0,5034 0,5487 0,6652
20 0,3598 0,4227 0,4921 0,5368 0,6524
25 0,3233 0,3809 0,4451 0,4869 0,5874
30 0,2960 0,3494 0,4093 0,4487 0,5541
35 0,2746 0,3246 0,3810 0,4182 0,5189
40 0,2573 0,3044 0,3578 0,3932 0,4896
45 0,2428 0,2875 0,3384 0,3721 0,4648
50 0,2306 0,2732 0,3218 0,3541 0,4433
60 0,2108 0,2500 0,2948 0,3248 0,4078
70 0,1954 0,2319 0,2723 0,3017 0,3799
80 0,1829 0,2172 0,2565 0,2830 0,3568
90 0,1726 0,2050 0,2422 0,2673 0,3375
100 0,1638 0,1946 0,2301 0,2540 0,3211
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Fiiggelék 8. Tablazat.

Cochran proba kritikus értékei

p n=2 n=3 n=4 n=>5 n==6
1% | 5% | 1% | 5% | 1% | 5% | 1% | 5% | 1% | 5%
2 - - 10995 0975 ] 0,979 0,939 | 0,959 0,906 | 0,937 0,877
3 10993 0967 | 0,942 0,871 | 0,883 0,798 | 0,834 0,746 | 0,793 0,707
4 | 0968 0906 | 0,864 0,768 | 0,781 0,684 | 0,721 0,629 | 0,676 0,590
5 10928 0841 | 0,788 0,684 | 0,696 0,598 | 0,633 0,544 | 0,588 0,506
6 | 088 0,781 0,722 0616 | 0,626 0,532 | 0,564 0,480 | 0,520 0,445
7 10838 0,727 | 0,664 0,561 | 0,568 0,480 | 0,508 0,431 | 0,466 0,397
8 |0,794 0680 | 0,615 0,516 | 0,521 0,438 | 0,463 0,391 | 0,423 0,360
9 | 0,754 0,638 0,573 0,478 | 0,481 0,403 | 0,425 0,358 | 0,387 0,329
10 | 0,718 0,602 | 0,536 0,445 | 0,447 0,373 | 0,393 0,331 | 0,357 0,303
11 | 0,684 0,570 | 0,504 0417 | 0,418 0,348 | 0,366 0,308 | 0,332 0,281
12 | 0,653 0,541 | 0,475 0392 | 0,392 0,326 | 0,343 0,288 | 0,310 0,262
13 | 0,624 0,515 0450 0371 | 0369 0,307 | 0,322 0,271 | 0,291 0,243
14 | 0,599 0492 | 0427 0,352 | 0,349 0291 | 0,304 0,255 | 0,274 0,232
15 | 0,575 0,471 | 0,407 0335 | 0,332 0,276 | 0,288 0,242 | 0,259 0,220
16 | 0,553 0452|0388 0319 | 0,316 0262 | 0,274 0,230 | 0,246 0,208
17 | 0,532 0434|0372 0305 | 0301 0,250 | 0,261 0219 | 0,234 0,198
18 | 0,514 0,418 | 0,356 0,293 | 0,288 0,240 | 0,249 0,209 | 0,223 0,189
19 | 0,496 0403 | 0,343 0,281 | 0,276 0230 | 0,238 0,200 | 0,214 0,181
20 | 0,480 0,389 | 0,330 0,270 | 0,265 0,220 | 0,229 0,192 | 0,205 0,174
21 | 0465 0377 | 0,318 0,261 | 0255 0,212 | 0,220 0,185 | 0,197 0,167
22 | 0450 0365 | 0,307 0,252 | 0,246 0,204 | 0,212 0,178 | 0,189 0,160
23 | 0437 0354 | 0,297 0,243 | 0,238 0,197 | 0,204 0,172 | 0,182 0,155
24 | 0425 0343 | 0,287 0,235 | 0,230 0,191 | 0,197 0,166 | 0,176 0,149
25 | 0413 0334 | 0,278 0,228 | 0,222 0,185 | 0,190 0,160 | 0,170 0,144
26 | 0,402 0325|0270 0,221 | 0215 0,179 | 0,184 0,155 | 0,164 0,140
27 | 0391 0316 | 0,262 0,215 | 0,209 0,173 | 0,179 0,150 | 0,159 0,135
28 | 0,382 0308 | 0,255 0,209 | 0,202 0,168 | 0,173 0,146 | 0,154 0,131
29 | 0,372 0300 | 0,248 0,203 | 0,196 0,164 | 0,168 0,142 | 0,150 0,127
30 | 0363 0293 | 0,241 0,198 | 0,191 0,159 | 0,164 0,138 | 0,145 0,124
31 | 0355 0286|0235 0,193 | 0,185 0,155 | 0,159 0,134 | 0,141 0,120
32 | 0347 0280 | 0,229 0,188 | 0,181 0,151 | 0,155 0,131 | 0,138 0,117
33 | 0339 0273|0224 0,184 | 0,177 0,147 | 0,151 0,127 | 0,134 0,114
34 | 0332 0267|0218 0,179 | 0,172 0,144 | 0,147 0,124 | 0,131 0,111
35 | 0325 0262|0213 0,175 | 0,168 0,140 | 0,144 0,121 | 0,127 0,108
36 | 0318 0256 | 0,208 0,172 | 0,165 0,137 | 0,140 0,118 | 0,124 0,106
37 | 0312 0251 | 0,204 0,168 | 0,161 0,134 | 0,137 0,116 | 0,121 0,103
38 | 0306 00246 | 0,200 0,164 | 0,157 0,131 | 0,134 0,113 | 0,119 0,101
39 | 0300 00242 | 0,196 0,161 | 0,154 0,129 | 0,131 0,111 | 0,116 0,099
40 | 0294 0237 ]0,192 0,158 | 0,151 0,126 | 0,128 0,108 | 0,114 0,097

p = szbrasnégyzetek szama.

n = egy szorasnégyzethez tartozo parhuzamosok szama.
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Fiiggelék 9. Tablazat.

Dixon proba kritikus r értékei.

Képletek n a
10% | 5% | 2% | 1% | 05%
3 0,886 0,941 0,976 0,988 0,994
X -X, 4 0,679 0,765 0,846 0,889 0,926
fo = - X 5 0,557 0,642 0,729 0,780 0,821
! 6 0,482 0,560 0,644 0,698 0,740
7 0,434 0,507 0,586 0,637 0,680
X, -X, 8 0,479 0,554 0,631 0,683 0,725
= X 9 0,441 0,512 0,587 0,635 0,677
10 0,409 0,477 0,551 0,597 0,639
X, - X, 11 0,517 0,576 0,638 0,679 0,713
1= X 12 0,490 0,546 0,605 0,642 0,675
13 0,467 0,521 0,578 0,615 0,649
14 0,492 0,546 0,602 0,641 0,674
15 0,472 0,525 0,579 0,616 0,647
16 0,454 0,507 0,559 0,595 0,624
17 0,438 0,490 0,542 0,577 0,605
by = X, - X, 18 0,424 0,475 0,527 0,561 0,589
-X 19 0,412 0,462 0,514 0,547 0,575
20 0,401 0,450 0,502 0,535 0,562
21 0,391 0,440 0,491 0,524 0,551
22 0,382 0,430 0,481 0,514 0,541
23 0,374 0,421 0,472 0,505 0,532
24 0,367 0,413 0,464 0,497 0,524
25 0,360 0,406 0,457 0,489 0,516

Az n db adat sorba rendezve X;-tdl X,-ig.

X a kiugré (legnagyobb, vagy legkisebb) érték.

Amennyiben a szamitott r értéke nagyobb a tablazatos értéknél, X, a feltételezett normalis

eloszlasbol kiugro adatnak tekinthetd.
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Fiiggelék 10. Tablazat.

Grubbs proba kritikus értékei.

n Egy kiugro érték Két kiugro érték
o=1% felso % o =5% felso a=1% also (T’ o =5% also

3 1,155 1,155 - -

4 1,496 1,481 0,0000 0,0002
5 1,764 1,715 0,0018 0,0090
6 1,973 1,887 0,0116 0,0349
7 2,139 2,020 0,0308 0,0708
8 2,274 2,126 0,0563 0,1101
9 2,387 2,215 0,0851 0,1492
10 2,482 2,290 0,1150 0,1864
11 2,564 2,355 0,1448 0,2213
12 2,636 2,412 0,1738 0,2537
13 2,699 2,462 0,2016 0,2836
14 2,755 2,507 0,2280 0,3112
15 2,806 2,549 0,2530 0,3367
16 2,852 2,585 0,2767 0,3603
17 2,894 2,620 0,2990 0,3822
18 2,932 2,651 0,3200 0,4025
19 2,968 2,681 0,3398 0,4214
20 3,001 2,709 0,3585 0,4391
21 3,031 2,733 0,3761 0,4556
22 3,060 2,758 0,3927 0,4711
23 3,087 2,781 0,4085 0,4857
24 3,112 2,802 0,4234 0,4994
25 3,135 2,822 0,4376 0,5123
26 3,157 2,841 0,4510 0,5245
27 3,178 2,859 0,4638 0,5360
28 3,199 2,876 0,4759 0,5470
29 3,218 2,893 0,4875 0,5574
30 3,236 2,908 0,4985 0,5672
31 3,253 2,924 0,5091 0,5766
32 3,270 2,938 0,5192 0,5856
33 3,286 2,952 0,5288 0,5941
34 3,301 2,965 0,5381 0,6023
35 3,316 2,979 0,5469 0,6101
36 3,330 2,991 0,5554 0,6175
37 3,343 3,003 0,5636 0,6247
38 3,356 3,014 0,5714 0,6316
39 3,369 3,025 0,5789 0,6382
40 3,381 3,036 0,5862 0,6445

Egy kiugro erték esetén:

Ket kiugro erték esetén:
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